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Resumen

El estudio de las fuerzas y los pares de sacudimiento que se
presentan en mecanismos, son de principal interés en el
estudio de la dindmica de las maquinas de combustion
interna. Una méaquina de combustion interna se modela a
partir de una disposicion particular de un conjunto de
mecanismos del tipo biela-manivela-corredera. Durante el
desempefio de la maquina de combustion interna, el
movimiento repetitivo de la corredera o piston induce
aceleraciones y fuerzas que se transmiten y distribuyen entre
la biela y la manivela o ciguefial. Cuando el ciglefial se ve
sometido a las componentes de las fuerzas inducidas por el
piston, se generan a su vez los pares de sacudimiento. El
andlisis de los pares de sacudimiento tiene como fin,
determinar los valores dindmicos de los contrapesos que se
deben adicionar a cada mecanismo, con el objetivo de
reducir el conjunto de las acciones de sacudimiento. En la
bibliografia tradicional en la que se presentan las ecuaciones
dindmicas no siempre se presentan los desarrollos analiticos
completos, existen referencias que presentan resultados
parciales, en este trabajo se presentan los desarrollos
algebraicos que permiten validar la correspondencia entre
las expresiones de distintas fuentes bibliogréficas en la
ensefianza de estos temas.

Didéctica, Acciones de sacudimiento, Maquinas de
combustion interna

Abstract

The study of the forces and the pairs of shaking that appear
in mechanisms, are of main interest in the study of the
dynamics of the internal combustion engines. An internal
combustion engine is modeled from a particular
arrangement of a set of mechanisms of the connecting-rod-
crank type. During the performance of the internal
combustion engine, the repetitive movement of the slide or
piston induces accelerations and forces that are transmitted
and distributed between the connecting rod and the crank or
crankshaft. When the crankshaft is subjected to the
components of the forces induced by the piston, the shaking
torques are generated in turn. The purpose of the analysis of
the pairs of shaking is to determine the dynamic values of
the counterweights that must be added to each mechanism,
with the aim of reducing the set of shaking actions. In the
traditional bibliography in which the dynamic equations are
presented, the complete analytical developments are not
always presented; there are references that present partial
results, in this work the algebraic developments are
presented that allow to validate the correspondence between
the expressions of different bibliographic sources in the
teaching of these subjects.

Didactics, Shaking actions, Internal combustion engine
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Introduccion

El cambio climatico ha producido que se
considere sensiblemente la sustitucion de
vehiculos a base de combustion, por vehiculos
alternos. En su articulo, Menchaca (2013),
menciona que en el Area Metropolitana de
Monterrey, los vehiculos de combustion fueron
responsables de la emision a la atmdsfera del
99% del monoxido de carbono, y esto motiva el
desarrollo de nuevas tecnologias, tales como el
desarrollo de vehiculos hibridos. Sin embargo,
el transporte de mercancias a gran escala se
realiza por medio del transporte maritimo o por
tren, y en este contexto el desarrollo
tecnoldgico tiene una perspectiva distinta.

Existen avances importantes, por
ejemplo, ABB (2016) informa sobre el
desarrollo de un sistema de propulsion eléctrica
de buques. Este sistema coadyuva en mejorar el
desempefio de los motores a base de
combustible, pero no los sustituye. Otras
alternativas consideran producir electricidad
dentro del buque con motores de combustién
interna, para después alimentar motores
eléctricos, que se conectan directamente a las
hélices de los buques.

Estos estudios permiten asegurar que
sigue estando vigente el estudio de las
maquinas de combustion interna, asi como la
busqueda de mejoras en su desempefio.

En este trabajo se presentan y discuten
los desarrollos que la bibliografia tradicional
ofrece sobre temas relacionados con los
fundamentos de la dindmica de maquinas.

Parte importante del estudio de las
maquinas de combustién interna, radica en el
analisis y la determinacion de las fuerzas y los
pares de sacudimiento, donde el objetivo
posterior es el estudio para disminuir estas
acciones. De manera tradicional este estudio se
inicia, determinando las fuerzas internas que se
producen durante el desempefio de un
mecanismo biela-manivela-corredera, y
posteriormente el par de sacudimiento
ocasionado por las mismas fuerzas. Esto viene
acompafiado de un modelo cinematico del
mecanismo, en el que se considera que los
elementos conductores del movimiento, los
eslabones, son simples cuerpos rigidos ideales.
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Posteriormente se determinan modelos
dinamicos en los que participa la distribucién
de la masa y finalmente se determinan las
fuerzas de sacudimiento, para un modelo
dinamico del eslabonamiento o mecanismo.
Norton (2009) presenta desarrollos
relativamente compactos, a su vez incluye a las
fuerzas inerciales y las relaciona con las fuerzas
de explosién de los gases de combustion,
finalmente obtiene las expresiones
representativas a las fuerzas de sacudimiento.

Wilson (2002), presentan un desarrollo
alterno, realizando un analisis directo entre las
fuerzas internas, obteniendo finalmente las
acciones de sacudimiento, otros autores siguen
alguno de estos desarrollos, Cleghorn (2005),
Erdman, et. al. (2001). En este trabajo se
desarrollan las expresiones desde una
perspectiva méas directa y completa, aportando
un manejo extendido de los desarrollos
algebraicos, siguiendo la metodologia de
Wilson (2002), y se llega a las expresiones de
Norton (2009).

El objetivo de este trabajo es presentar
un desarrollo completo para la obtencion de las
fuerzas de sacudimiento, basado en el analisis
dindmico utilizando las Leyes de Newton. La
metodologia consiste en desarrollar los
diagramas de cuerpo libre de cada componente
del  mecanismo  biela-manivela-corredera,
ilustrado detalladamente con graficas las
acciones dindmicas presentes.

En la ensefianza de estos temas, es
importante 'y necesario proporcionar un
desarrollo  continuo, que ofrezca una
descripcion ininterrumpida del acoplamiento de
las ecuaciones, asi como de las aproximaciones
que se obtienen y la validez de estas. Con lo
anterior se contribuye en el contexto
fundamental de la educacion, pero también en
el manejo de expresiones analiticas. En este
trabajo se determinan las expresiones del
sacudimiento por dos metodologias, una de
ellas reportada en la literatura, la otra por
desarrollos y descripciones propias.

Modelo cinematico

Esta seccidn se inicia con el analisis cinematico
de un mecanismo biela-manivela-corredera,
para posteriormente obtener un modelo
dinamico.
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A continuacion se muestra la figura que
ilustra la configuracion cinemética de un
mecanismo biela-manivela-corredera.

Q
v

Figura 1 Representacion cinematica de un mecanismo
biela-manivela-corredera.

La manivela corresponde con el eslabén
denominado r que viene a ser parte del
cigliefial, al integrar un motor de combustién
interna. La biela se denota con la variable I, y la
corredera o piston con el punto B. Por ser un
modelo cinemaético, no se consideran en este
momento las masas de los cuerpos
mencionados.

Este mecanismo al ser parte de una
maquina de combustién interna, tiene su
movimiento originado en el punto B, el cual se
desplaza por la accion de la explosion,
resultado de la combustion y esto produce la
rotacion la manivela r. Para determinar las
relaciones de posicion mencionadas
anteriormente, considérese la siguiente figura.

Figura 2 Parametros de posicién del mecanismo biela-
manivela-corredera

De la Figura 2, se pueden construir las
siguientes relaciones geométricas.

q =1 senf =l seng 1)
donde
0 = wt (2)
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Esta expresion permite conocer la

posicion de la manivela, para un instante
determinado t, dada una velocidad angular w.

También se distinguen las siguientes
igualdades,

s =71 cosf
u=1Icos¢ 3)

x=s+u=rcoswt+1lcosp

De la ecuacion (1) y (2) resulta,

sen¢p = §sen wt 4)
De la identidad trigonométrica

(sen @)% + (cos p)* =1 (5)
se obtiene,

cos¢p =+/1— (sen ¢)?
=\/1—(§sen wt )2 (6)

Por tanto, la posicion x del punto B con
respecto al punto fijo O es,

2
x=rcoswt+l\/1—(§senwt) (7)

La ecuacion (7) proporciona una
relacion entre la velocidad de rotacion de la
manivela y la posicion instantanea del piston.

Otra expresion importante es la que
permite conocer las relaciones de posicion
angular entre la manivela y la biela, esta se
establece a partir de la expresion,

r
sen ¢ -sen wt

; (8)

cos ¢ 1—Gsen wt )2

tan¢ =

En el contexto de la cinematica, ahora es
posible determinar una relacion de la
aceleracion del punto B, desde el punto fijo O..

La derivada con respecto al tiempo de la
ecuacion (7), resulta,

r(sen 2wt)

— 9)
21 1—(§sen wt)
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La aceleracion del piston localizado en
el punto B, se determina al derivar la ecuacion
(9), se reporta el resultado final,

X = —rw? (coswt —

(10)

(12—(rsen wt )2)%

r(lz(1—2coszwt))—r25en4wt>
Algunos autores como Uicker et. al,
(2003) realizar una primera aproximacion en el
radical del primer término de la ecuacion (7), lo
que lleva a un calculo mas rapido, para no
restar generalidad en este momento, se presenta
la ecuacion (10). Se ha mostrado lo complejas
que son las expresiones de la velocidad y la
aceleracién y estas pueden ser Utiles para
analisis mas completos posteriormente, sin
embargo, siguiendo las pautas de Norton (2009)
y otros autores, ahora se toma el siguiente paso,
obtener una aproximacion de la posicion x y
evaluar tanto la velocidad como la aceleracion.
Se utiliza la aproximacion propuesta por la serie
del binomio, esto es, recordando la serie
binomial siguiente,

(a+b)*=a"+na"1h + —nﬁ;_l) a™?p? +

mnDn?) g3 (11)

El radical de la ecuacion (7),
correspondiente al desplazamiento, se puede
escribir,

\/1 - Gsen wt )2 = (1 - Gsen wt )2> (12)

Desarrollando conforme la
aproximacion binomial, para los primeros tres
términos, se tiene,

NP

1

<1 — (;sen wt )2>E = 1% +
(%) 1%_1 (— Gsen wt )2> +
2

@ 1%_2 (— Gsen wt )2) (13)

2!

lo cual se simplifica a

1

<1 - Gsen wt )2>E = 1- %Gsen wt)z -

%G sen wt )4 (14)
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Esta expresion sera considerada como la
expresion de la posicion x del piston con
respecto al punto O.. El desarrollo anterior
permite observar lo pequefias que son las
contribuciones del tercer término, por lo que se
emplean solo los dos primeros, esto es,

1 2
xércosa)t+l<1—z(§senwt) ) (15)

Ahora es conveniente desarrollar un
modelo dinamico del mecanismo biela-
manivela-corredera. Esto implica considerar los
atributos de la masa de cada eslabon del
mecanismo. El andlisis convencional de las
fuerzas de sacudimiento, se inicia en base a un
modelo, en el que las masas se localizan en el
centro de masa de los eslabones, posteriormente
se desarrolla un modelo aproximado de masas
distribuidas en los extremos de los eslabones y
finalmente se realiza nuevamente un analisis
dinamico con el modelo dindmico de masas
distribuidas. La propuesta de este trabajo,
considera iniciar el anélisis de sacudimiento,
partiendo del analisis de un modelo de masas
distribuidas en los extremos de los eslabones y
posteriormente, realizar el analisis de fuerzas de
sacudimiento.

Para ilustrar lo mencionado con
anterioridad, considérese la siguiente figura.

Figura 3 Configuracion dinamica del mecanismo biela-
manivela-corredera

En la Figura 1 se ilustr6 un mecanismo
biela-manivela-corredera en el que los
eslabones se componen de barras rigidas sin
masa, el estudio de la fuerzas de sacudimiento
requiere conocer la distribucion de las masas.
En la Figura 3, se ha incluido ésta propiedad,
mostrando eslabones con forma determinada, lo
que implica considerar los respectivos
momentos de inercia.
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Modelo dinamico aproximado del Para determinar el modelo genérico se

mecanismo biela-manivela-corredera

En esta seccion se estudia directamente el
modelo dinamico del mecanismo, esto incluye
determinar un modelo analitico, partiendo de la
distribucion de la masa de los eslabones.

En la Figura 4, se muestra un esquema de la
biela, en la Figura 4 a), se representa la biela
como un cuerpo rigido homogéneo, su centro
de masa localizado a la distancia la del punto A.
En las Figuras 4 b) a d) se representan las
etapas para la determinacion del modelo
aproximado de dos masas en los extremos. El
esquema de la Figura 4, propuesto por Norton
(2009), es muy util desde el punto de vista
didactico, porque permite visualizar la
diferencia entre el modelo dindmico exacto y el
aproximado.

A continuacion se presenta el desarrollo
analitico.

El modelo genérico considera que la
masa total de la biela se puede concentrar en
dos puntos y que se conserva la magnitud de su
momento de inercia.

a) Biela original

b) Modelo genérico
de dos masas

(¢

c) Modelo dinamico
exacto

d )Modelo
aproximado

Figura 4 Esquema representativo del modelo dindmico
de la biela para dos masas puntuales, colocadas en los
extremos
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debe conservar la masa, esto es,
mz =m, +m, (16)

donde la ecuaciéon (16) expresa que la
masa total se distribuira en dos masas puntuales
mp y Mt a determinar.

También se debe conservar la posicion
del centro de masa, esto es,

M7 =37 myr; (17)

Donde la condicion para que el centro
de masa conserve su posicion se representa por
7 =0, esto es, la posicion del centro de masa,
medida desde el centro de masa mismo.

Por tanto,
de donde resulta
mp lp == mtlt (19)

It es wuna variable que se elige
arbitrariamente para balancear el centro de
masa, con esto es posible fijar a mp en la
posicion Ip.

Como se observa esto da libertad de
elegir una distancia donde colocar a una de las
dos masas, en las que se distribuye la masa total
de la biela, vease la Figura 4 b).

Con esta libertad se realiza la siguiente
designacion, b=t, esto es, se colocara a la masa
my en el punto b, por tanto my= my, véase la
Figura 4 c).

Asi que la ecuacion (16) se convierte en

ms =m, +m, (20)

Lo anterior permite determinar la
posicion de mp, para una masa determinada ma.

Como,
mplp = mblb (21)

entonces
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m, = %lb (22)
Ahora,
mblb mblb l
M= b=t
14 14 14

= (l—b + l_p) my = (lb+lp) my (23)

_ by Ip lp
o0 bien,

_ b
my, = b+ ms (24)

De la ecuacion (22) se obtiene,

m, — Ml _ (I_Pm3)l_b_l_bm3 (25)

L L+l Ly lptlp

La dltima condicién dindmica para
obtener un modelo de dos masas equivalente
para un cuerpo rigido, es la conservacion del
momento de inercia, esto es,

Igs = myL,? + ml? = myl,> + myl,>  (26)

Sustituyendo lo valores de mp y my de
las ecuaciones (24) y (25), resulta

IG3 = m3lplb (27)

Finalmente, es posible determinar la
posicion |, para un cuerpo especifico, si se
conoce su momento de inercia, esto es,

=8 (28)

p ms lb

Conforme a la Figura 4 c), se tiene un
modelo exacto de dos masas puntuales. El
modelo aproximado se obtiene cuando se define
de manera arbitraria lo siguiente, Iy = la.

Por tanto, el modelo aproximado
establece los valores de las masas en los
extremos y las distancias respectivas, esto es,

lb la
My, = My——,Map, =M 29
3a 37,41, T3b 30,40, (29)

En esta seccién se han desarrollado los
procedimientos planteados en la bibliografia,
que por lo general no se muestran y aqui se
realiza un desarrollo completo.
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Para determinar el modelo aproximado
de la manivela se realiza un procedimiento
semejante.

En la Figura 5 se muestra un esquema
de cuerpo rigido de la manivela. En la Figura 5
a) se tiene el cuerpo rigido original y en la
Figura 5 b), el modelo aproximado de dos
masas. Se sigue el procedimiento anterior.

(b)

Figura 5 Esquema representativo del modelo dindmico
de la manivela para dos masas puntuales, colocadas en
los extremos

Sin embargo, en este caso por el tipo de
movimiento de rotacion pura con velocidad
angular constante del cuerpo con respecto al
punto O, lleva a que la condicion del momento
de inercia no se considere.

En esta situacién, se tendran dos masas
puntuales, una localizada en el punto O, y otra
en el punto A, esto es,

Maq = My % (30)

La masa localizada en Oo,

T-
Mypp2 = My, é (31)

es una masa puntual rotando con
velocidad constante en torno a O».

En la siguiente figura se presenta el
modelo final del mecanismo biela-manivela-
corredera de masas puntuales.
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Figura 6 Esquema representativo del modelo dindmico
del mecanismo biela-manivela-corredera de masas
puntuales

En la Figura 6, se ilustra el modelo final
del mecanismo biela-manivela-corredera con
masa puntuales colocadas en los extremos,
como se ha mencionado es un modelo de masas
puntuales aproximado. Se observa que se
cumplen las condiciones inerciales en los
puntos A y B, respectivamente,

my = Myq + M3, Mp = M3z +My (32)
Fuerzas internas del mecanismo

Para determinar las acciones que actlan sobre
el mecanismo ahora se realiza un analisis
dindmico de fuerzas, se debe realizar el
diagrama de cuerpo libre de cada eslabon del
mecanismo.

Manivela

En la siguiente figura se muestra el diagrama de
cuerpo libre del eslab6n 2, modelado como un
conjunto de masas puntuales, la figura ilustra
las componentes de la fuerza Fz, que producen
par dindmico, estas componentes  son
perpendiculares al vector r de la masa ma.

F., C0s 0
m, F32

Figura 7 Modelo de dos masas puntuales de la manivela

ISSN 2523-0360
ECORFAN® Todos los derechos reservados

Junio, 2019 Vol.3 No.8 16-26

La masa ma se encuentra en rotacion
pura, con velocidad angular es constante.

El balance de fuerzas para este eslabdn
es cero, puesto que la masa no se desplaza, sin
embargo, las reacciones a que esta sujeta,
producen pares de rotacion con respecto al
punto O, esto es,

Y My, = —Fsyersent + Fapyrcos0 + Ty = L, (33)
resultando

Ti; = F3p,rsenb — Fs,,rcos6 (34)
donde ax =0y T12 =-To1.

Notense los signos opuestos en la
evaluacion de los pares de rotacion, producidos
por las componentes de fuerza de reaccion Fso,
que corresponde con la fuerza que el eslabon 3
produce sobre el 2.

Esta ecuacion ha permitido obtener de
manera directa el par de sacudimiento T1.

Biela

Ahora se evaltuan las acciones que percibe el
eslabon 3 o la biela. En la siguiente figura se
muestra su diagrama de cuerpo libre.

La Figura 8 muestra una esmerada
descripcion para identificar las componentes
que producen pares de rotacion.

Para identificar con facilidad estas
fuerzas, primero obsérvese que el angulo ¢ lo
desarrolla la biela con respecto a la horizontal.

Figura 8 Modelo de dos masas puntuales de la biela
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Se puede ver que al lado derecho de la
masa masp, dicho angulo ahora se presenta entre
la horizontal y una linea auxiliar que tiene la
misma direccion que la linea de la biela. Por
triangulos semejantes también se observa que el
angulo ¢ se forma entre la vertical y una linea
auxiliar perpendicular a la direccion de la linea
de la biela.

La fuerza Fas, es la fuerza de reaccion
que produce el piston o eslabon 4 sobre la biela
(eslabon 3), las componentes de ésta fuerza
sobre los ejes x-y, produciran pares de rotacion.
Estas componentes son perpendiculares a la
direccion de la linea de la biela, por tanto los
pares de rotacion de la fuerza Fas.

Por otro lado, la biela modelada por un
conjunto de dos masas, desarrolla aceleracion,
por la accion de la fuerzas y también por
describir un movimiento en el plano. Entonces
la ecuacion del par de rotacion de la biela, con
respecto al punto A, se puede expresar por,

Z My = Fysyxlseng + Fy3ylcosp
= Mmspag,lsene (35)
Notese que se esta evaluando los pares
con respecto al punto A, por tanto la masa ma,

no es parte de esta expresion.

De esta ecuacion se despeja Fasy, el
resultado es

Fy3y = (M3papy, — Fazy)tand (36)
La biela también desarrolla fuerzas,
porque este cuerpo se encuentra desplazandose

en el plano x-y.

Las fuerzas en las direcciones x y y
respectivamente son,

2 F3y = Fp3y + Fizy = myay, + mgpag, (37)
Y F3y = Fa3y + Fu3y, = myay, (38)
Este balance de fuerzas se obtiene a

partir del diagrama de cuerpo libre de la Figura
8.
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Piston
Finalmente en la siguiente figura se desarrolla

el diagrama de cuerpo libre para el eslabon 4 o
piston.

FSZ\B mB 4 F
R ™ bl
\\\\T\\\\\\ m
F14

Figura 9 Diagrama de cuerpo libre del eslabén 4 o piston

Por ser una masa puntual su andlisis es
muy sencillo, el piston no desarrolla
movimiento vertical, porque su funcién es solo

de deslizamiento horizontal. Entonces el
balance de fuerzas resulta ser,

2 Fax = Faux = myagy (39)
Las fuerzas de reaccion cumplen con la

Tercera Ley de Newton, por tanto, desde la

perspectiva del eslabon 3, se tiene que,

F3ax = —Fy3x (40)

Finalmente, resulta,

—Fy3x = Myapy (41)

Fuerzas inerciales

Para dar un contexto de la accion de las fuerzas

desde la perspectiva de Newton, definimos la

expresion,

F, =ma (42)

que expresa el movimiento de las masas
por las fuerzas externas.

La ecuacion (42) se puede escribir

como,
F,—ma=0 (43)
y definiendo,

F; = —ma (44)
resulta,

FF+F =0 (45)
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con esto, se expresa que las fuerzas
externas Fe son opuestas a las fuerzas inerciales
Fi.

En el contexto de las maquinas de
combustion interna, las fuerzas externas son las
producidas por los gases de combustion y las
internas, las que se desarrollan entre los
eslabones del mecanismo.

Fuerzas de sacudimiento

Las fuerzas de sacudimiento se definen como
aquellas que se presentan directamente en el
eslabon fijo, por accién de los elementos
moviles, Norton (2009).

La fuerza que se presenta en el eslabon
fijo es una fuerza inercial, por tanto, se puede
establecer que

—Fix = Fox = Fy3y (46)
_Fiy =Fey = F23y+F43y (47)

Ahora se desarrollan las expresiones de
las fuerzas inerciales, Fax, Fazy y Fasy. La
componente Fa3x se puede expresar en términos
de las ecuaciones (37) y (39),

Fo3x = Myauy + M3papy + Myuapy
= MyQyy + (M3p + My)apy (48)

Sustituyendo la ecuacion (36) en la (38),
se obtiene, la componente F3y, esto es,

Fa3y = myayy, — Fy3y
= myay, — (Mzpap, — Fyzy)tang (49)

ahora, empleando la ecuacién (40),
resulta

Fyzy = myayy — Fizy
= myayy, — (M3pap, + Myag,)tang
(50)
La componente Fa3y se simplifica
recordando las ecuaciones (36) y (40),
resultando,

Fy3y = (M3pap, + myag,)tang (51)
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Es interesante observar como las
componentes en la ordenada y, dependen de las
aceleraciones en la abscisa x y viceversa en las
dos Ultimas expresiones, son estas componentes
las que transfieren el movimiento horizontal en
vertical y generan las fuerzas de sacudimiento.
En este contexto esta interpretacion coincide
con la definicion de Norton (2009).

Hasta ahora las tres Ultimas ecuaciones
estdn expresadas en términos de las masa
parciales puntuales, el siguiente paso es
expresar éstas ecuaciones en términos de las
masas puntuales totales. Para esto se recuerdan
las expresiones de la ecuacion (32).

De esta forma, las ecuaciones (48), (50)
y (51) se escriben ahora por,

Fyz3x = myay, + mpagy (52)
Fy3y = mya,y, — mpag,tang (53)
F43y = mBantaTl(l) (54)

Estas formas mas compactas de las
fuerzas que producen el sacudimiento,
dependen de dos aceleraciones, aa y as.

De las ecuaciones (46) y (47) que
corresponden con las fuerzas inerciales, se
establecen  entonces las  fuerzas de
sacudimiento,

Foy = —Fix = Fo3x = Myayy, + Mpag, (55)
Fo = —Fix = Fagx = —F3py

y = _Fiy = F23y+F43y:
= MyQyy, — Mpaptand + mpag,tang
= Myayy (56)

Es interesante observar como las fuerzas
de sacudimiento Fs y Fsy, tienen formas
simples de interpretar, Fsx es el resultado de las
masas puntuales en movimiento, ma y mg,
multiplicada cada una por su correspondiente
aceleracion. Este resultado es el que prevé la
Segunda Ley de Newton, pero se ha llegado
hasta él, a partir de evaluar las fuerzas internas
y las correspondientes fuerzas de sacudimiento.

Para Fsy, se tiene la misma situacion, la
Gnica masa que se desplaza en el plano del
movimiento por arriba de la horizontal es ma.
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Con la informacion obtenida hasta ahora
es posible expresar de forma completa las
variaciones de las fuerzas de sacudimiento en el
tiempo, esto se logra al sustituir las expresiones
de la aceleracién en cada caso.

Las ecuaciones (50) y (51) estan en
términos de las aceleraciones aan y as. A
continuacion se presentas las expresiones de
éstas aceleraciones.

_d?*r

== —rw?coswt i —rw?senwtj (57)

a,
de donde se determinan las

componentes respectivas,

Aux = —Tw?coswt, ay, = —rw?senwt  (58)
La ecuacién (15) que se obtuvo al inicio

de estos desarrollos corresponde con la posicion

del x piston. Al obtener su segunda derivada, se
obtendra la expresion de la aceleracion, esto es,

¥ = —rw? (cos wt + §c052 wt) (59)

Esta aceleracion corresponde con la
aceleracion del piston, por tanto,

ag = agy = —Tw? (cos wt + %cosZ wt) (60)

Par de sacudimiento

El par de sacudimiento se determind con la
ecuacion (34), esta cantidad esta en funcion de
las fuerzas Fzox y Fazy, y por el angulo 6. Su
valoracion es importante porque contiene
informacion de un efecto de rotacion sobre el
plano del movimiento y es sobre esta cantidad
sobre la cual se analiza el balanceo del
mecanismo.

Sustituyendo en la ecuacion (34) las
ecuaciones (52) y (53), se obtiene

T, = —myay,rsend — mgag,rsend
+myay,rcost + mpag,tangrcoso (61)

Sustituyendo las expresiones de la
ecuacion (58) y recordando que O=wt, resulta

T, = my(row?coswt)rsenwt
+ mgag,rsenwt
—my (rw?senwt)rcoswt
+mpgag, tangrcoswt (62)
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Lo anterior se reduce a,
Ty, = mgrag,(senwt + tangpcoswt) (63)

Sustituyendo la ecuacion (8) en la
ecuacion (63), resulta,

%COSO)C (64)

2
1—(§sen wt)

Ti, = mprag,senwt| 1+

La aproximacién en series del término
del inverso del radical es,

1 r?
=1+
)2 21r2

(senwt)? (65)
1—(§senwt

Al sustituir la expresion (63) en (62),
resulta,

Ty, = mgrag,senwt (1 + %coswt +
2

Zr?;cosa)t(senwt)z) (66)
La relacion r/l, puede alcanzar valores

muy pequefios, por lo que los términos

asociados con estos productos, para potencias

mayores a dos, se pueden retirar de la expresion

del par de sacudimiento, el resultado es,

Ti, = mgrag,senwt (1 + gcoswt) (67)

Ahora se considera la expresion de la
aceleracion apx de la ecuacion (60) y se
sustituye en la ecuacion (66),

T, = —1%20w%mg (cos wt + gcosz a)t) (1 +

% cosa)t) senwt (68)

El desarrollo de los productos, produce
nuevamente potencias del orden del cuadrado
del cociente de r/l, el resultado es

r
T, = —1%w%mg (cos wt + Tcosza)t +

§6052 a)t) senwt (69)
La identidad trigonométrica siguiente,
2 1 1
cos“wt = - cos 2wt + - (70)

Se sustituye en la ecuacion (69) y el
resultado es,
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Ty, = —12w?my (cos wt + %G cos 2wt + Agradecimiento

1

5) + %COSZ wt) senwt (71) Los autores agradecemos el apoyo institucional,

Desarrollando lo anterior,

T, = —1%w?mg (cos wt + %cos 2wt + % +

%cosZ a)t) senwt (72)
Finalmente, simplificando resulta,

T
T, = —1%w?mg (cos wt + -+

3r
57 oS Za)t) senw (73)

Este es el resultado reportado por
Norton (2009), también por Uicker et. al.
(2003), desde la perspectiva de las fuerzas de
inercia, el procedimiento seguido en este
trabajo ha seguido los fundamentos de la
dindmica, y también de las estrategias sobre el
efecto de los términos de las expresiones en los
desarrollos de series de potencias.

Conclusiones

En este trabajo se presentan los resultados del
andlisis dindmico de las fuerzas que se
presentan en un mecanismo biela-manivela-
corredera. Se presentan desarrollos algebraicos
basados en esquemas realizados con detalle, a
fin de asegurar de manera concreta y completo
el analisis realizado. Una aportacion presentada
en este trabajo consiste en el desarrollo alterno,
de las aproximaciones en series de potencias de
los términos trascendentales que modelan de
manera concreta a las expresiones con las que
se evallan las fuerzas y los pares de
sacudimiento.

El desarrollo de dichas aproximaciones
se maneja en conjunto con las representaciones
de los modelos de masa puntuales equivalente,
de los eslabones del mecanismo. La estrategia
didactica seguida en este trabajo, consiste
desarrollar las expresiones obtenidas de los
modelos dindmicos, acompafiadas de la
interpretacion que permite unir
conceptualmente los desarrollos analiticos, para
obtener un modelo completo.
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