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Resumen

Los modelos de ensefianza son una actividad generalizada,
encuentrandose fundamentada en teorizaciones que
permiten a profesores ejercer, motivando a los alumnos, a
resolver problemas, actividades y evaluar resultados. El
objetivo de esta investigacién, es identificar y describir la
relacién entre el conocimiento del contenido matematico
y didactico, con relacion al concepto de algebra y la
derivada como objeto de ensefianza en el nivel superior.
También describe las formas de conocer el concepto de
derivada como objeto matematico y ensefianza-
aprendizaje, y de como los profesores interpretan y
justifican las situaciones concretas de ensefianza en las que
deben actuar. El proposito de esta investigacion, es adaptar
algunas caracteristicas te6ricas y analiticas que
proporciona el marco de la teoria APOE para el estudio de
las componentes del conocimiento profesional del
profesor, llegando a la construccion de la descomposicion
genética de derivada y a la definicion de los niveles de
comprension del esquema del algebra en dos dimensiones
definidas: gréfica y analitica, éstas se revisan a partir de
los resultados obtenidos. Asimismo este estudio establece
que el conocimiento profesional del profesor en su
conocimiento préactico, y didactico constituye un amplio y
fundamentado conocimiento que incide en la formacion
permanente e inicial del profesorado.

APOE, conocimiento didactico, conocimiento del
contenido matemaético, concepto de derivad

Abstract

Teaching models are a generalized activity, being based
on theories that allow teachers to exercise, motivating
students, solve problems, activities and evaluate results.
The objective of this research is to identify and describe
the relationship between the knowledge of mathematical
and didactic content, in relation to the concept of algebra
and the derivative as object of teaching in the higher level.
It also describes ways of knowing the concept of
derivative as a mathematical object and teaching-learning,
and how teachers interpret and justify concrete teaching
situations in which they must act. The purpose of this
research is to adapt some theoretical and analytical
characteristics that provide the framework of the APOE
theory for the study of the components of professional
knowledge of the teacher, reaching at the construction of
the genetic decomposition of the derivative and the
definition understanding levels of the scheme of algebra in
two defined dimensions: graphical and analytical, these
are reviewed from the results obtained. Likewise, this
study establishes that the professional knowledge of the
teacher in his practical and didactic knowledge constitutes
a wide and well-founded knowledge that affects the
permanent and initial formation of the teaching staff.

APOE theory, didactic knowledge Knowledge of
mathematical content, the derivative concept
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Introduccion

En la vida real las personas se encuentan
rodeados de situaciones matematicas y se ven
obligados regularmente a tomar decisiones de
caracter matematico. Estas decisiones requieren
de sensibilidad numérica, de habilidad para
estimar, analizar y razonar con datos, de
comprender conceptos probabilisticos que
permitan valorar situaciones de riesgo e
incertidumbre, asi como de otras habilidades
matematicas que no estan contempladas en los
programas actuales.

El nivel superior presenta una necesidad
de cambio. La creciente participacion de México
en la economia mundial ha provocado un cambio
social que ha transformado tanto los aspectos
matematicos que deben ser transmitidos a los
estudiantes como  los  conceptos Yy
procedimientos que deben manejar para
convertirse en ciudadanos productivos y
satisfechos con su desarrollo profesional. El
avance de la sociedad depende en buena medida
de nuestra habilidad para resolver los complejos
problemas que se presentan. La habilidad para
razonar y resolver problemas de manera logica
subyace en el corazon de las matematicas.

La busqueda de un modelo perfecto que
resuelva todos los problemas educativos, esta en
contra de la realidad educativa del aula, la
existencia del modelo Unico por muy atractivo
que este se presente a primera vista, es una
utopia, ya que no hay modelo capaz de hacer
frente a todos los tipos y estilos de aprendizaje.
Los modelos existentes han de entenderse como
la base de un repertorio de enfoques alternativos
que los profesores pueden usar para ayudar a los
alumnos diversos entre si, a alcanzar los
objetivos, adaptandolos o combinandolos, en la
medida de lo que racionalmente sea posible, a la
realidad concreta de su aula.
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Por tal motivo el presente trabajo
propone un estudio para identificar y describir la
relacion e integracion entre el conocimiento del
contenido matematico y didactico, adecuados a
la ensefianza de las matematicas, con un enfoque
en las derivadas, dado que es considerada como
la segunda fase de las matematicas
fundamentales y que presenta trascendencia con
la mayoria de los cursos disciplinarios en
ingenieria.

Justificacion

En los ultimos afios la forma de comunicacion e
informacion ha evolucionado debido al avance
tecnologico, por tal motivo la educacion a nivel
licenciatura en ingenieria, en muchos paises
tiende hacia el terreno de la internacionalizacion,
y Meéxico es uno de ellos. Sin el estudio o
investigacion para desarrollar estrategias de
ensefianza aprendizaje, México estaria en
desventaja académica y profesional de sus
ingenieros frente a las exigencias laborales a
nivel mundial. Por ello, investigar en
experiencias educativas claves como el célculo
aplicando la teoria APOE que es una de las méas
reconocidas y adaptadas en el ambito de disefio
de estrategias de ensefianza-aprendizaje, puede
dar resultados que indiquen los criterios a
considerar en la innovacion eductiva en las
universidades de México.
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Problema

Las estadisticas hablan de altos porcentajes de
fracasos en la materia a nivel mundial y los
profesores e instituciones, en el mejor de los
casos, intentan mejorar la situacion con mas
horas y mas tareas exhaustivas, casi nunca se
ponen a revisar cuales son los conocimientos y
habilidades reales de cada estudiante, mucho
menos atienden individualmente sus
necesidades emocionales para ajustar su
ensefianza de tal manera que le permita a sus
alumnos aprender confortablemente. La mayor
parte de los maestros de matematicas, se han
formado en escuelas o facultades de esta area en
donde la interaccion con otras disciplinas,
inclusive tan cercanas como la fisica, es
tradicionalmente escasa.

En nuestro sistema educativo, la
ensefianza verbalista tiene una larga tradicion y
los alumnos estdn acostumbrados a ella. Esta
poderosa inercia ha impedido a los estudiantes
percatarse que en las ciencias, en particular en
las matematicas, lo importante es entender. En lo
general, los alumnos en lugar de estar atentos a
los razonamientos y participar en clase, se
limitan, por tradicion de aprendizaje, a tomar
apuntes que después trataran de memorizar al
estudiar para sus examenes, provocando vicios
de aprendizajes que conllevan a que el
conocimiento no resulte significativo.

Hipotesis

El estudio del conocimiento profesional del
profesor en su naturaleza situada constituye un
amplio 'y  fundamentado cuerpo de
conocimientos que permite incidir en la
formacion inicial y continua del profesorado.
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Objetivos
Objetivo General

Identificar y describir la relacion entre el
conocimiento del contenido matematico y
didactico con relacion al concepto de derivada,
para analizar la epistemologia de los profesores
en la comprension algebraica y gréfica de los
macro objetos f(x), f’(a) y £(x) usando la triada
del esquema de desarrollo de la teoria APOE.

Objetivos especificos

— Analizar el nivel de comprensién grafico
y algebraico de los profesores, de los
macro objetos f(x), f’(a) y ' (x) utilizados
en la resolucion de problemas, no
rutinarios y enunciados de diferentes
contextos, en los que se tratan diferentes
fendmenos asociados a macro objetos.

— Determinar como los profesores integran
su comprension de los conceptos del
célculo.

— Analizar en qué puntos los profesores
exhiben las méximas dificultades en la
incorporacion de la teoria APOE para
estudiar la comprension que tienen de los
problemas rutinarios sobre el calculo
grafico y algebraico, de los macro
objetos f(x), f’(a) y £(X).

— Adaptar las categorias teoricas Yy
analiticas que ofrece la teoria APOE para
el estudio de las tareas que caracterizan
la actividad matematica que el profesor
realiza en el aula.
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Marco Teérico

A lo largo de la historia de la educacion han
existido diferentes modelos de ensefianza de las
matematicas que han evolucionado a partir del
desarrollo de la propia disciplina, de los aportes
de la psicologia y del método clinico, junto a los
estudios antropoldgicos y la metodologia
etnografica.

Por lo anterior, se intenta ubicar
brevemente nuestro objeto de estudio en un
marco de referencia que permita justificar la
metodologia implementada y los resultados
obtenidos a partir de ella. Igualmente, es
importante  comentar los aspectos mas
significativos de los organizadores del curriculo
y del constructo, inconsistencias e incoherencias
utilizados para el analisis de los componentes del
conocimiento del profesor. Por otra parte, se han
presentado una clasificacion de los modelos de
ensefianza de las matematicas debido a que en la
ultima década, se ha desatado una gran polémica
entre los educadores ligados al campo de la
ensefianza de las matematicas, sobre todo, cual o
cuéles son los modelos méas apropiados para
promover el aprendizaje de la misma. Se
presenta la teoria APOE (acciones, procesos,
objetos y esquemas), en donde se brinda una
panoramica general de este marco, resaltando los
constructos teodricos y metodolégicos que han
sido fundamentales en la adaptacion que se ha
hecho de esta teoria al estudio del conocimiento
profesional del profesor.

Dubinsky (1996) y otros como GOmez
(2000) y Sacristan (1993) han desarrollado y
refinado, usando métodos cualitativos, un marco
tedrico como resultado de su aplicacion en las
investigaciones que el grupo, ha venido
realizando en la ultima década, sobre desarrollo
curricular en educacion matematica en el nivel
universitario.
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La perspectiva teGrica que se ha
denominado APOE, es el resultado de la
interpretacion de la teoria piagetiana y sus ideas
relativas a la abstraccion reflexiva, aplicadas al
estudio  cualitativo del desarrollo  del
pensamiento matematico avanzado.

Este enfoque tedrico tiene tres
componentes: el anlisis tedrico inicial; el disefio
del tratamiento instruccional y la importancia y
recoleccion de datos de investigacion (Asiala
1997). En primer lugar, parten de un analisis
tedrico inicial que persigue explicar lo que
significa comprender un concepto matematico y
cOmo esa comprension puede ser construida por
un individuo; posteriormente este analisis
conduce al disefio de un dispositivo instruccional
que busca que los individuos logren alcanzar las
construcciones mentales que fueron
identificadas en el analisis teorico inicial.
Finalmente, como resultado de la
implementaciédn del dispositivo instruccional, se
obtienen datos de investigacion que son
analizados en el contexto de la perspectiva
tedrica APOE.

Los resultados obtenidos a partir de la
aplicacion de este ciclo de investigacion han sido
fuente fundamental de la consolidaciéon de la
teoria. Los objetivos que se ha propuesto este
grupo de investigadores en la aplicacion de la
teoria  APOE en los numerosos estudios
realizados, han sido diferentes y variados. En
muchos casos, se ha utilizado la teoria APOE
para describir e interpretar el desarrollo de un
concepto en la mente de los estudiantes en el
nivel preuniversitario.

De igual forma, del resultado de muchos
analisis  especificos han logrado definir
operativamente el  constructo  ACCION,
PROCESO y OBJETO.
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Ultimamente, los estudios de Clark
(1997) sobre la comprension de los estudiantes
de las reglas de derivacion, los estudios de Baker
(2000) sobre la comprension de estudiantes de
un problema complejo del calculo (gréafico); y
los resultados actuales de McDonald (2001)
sobre el desarrollo del esquema sucesion han
observado, que la teoria involucrando las
perspectivas accion, proceso y objeto, eran
insuficientes y no adecuada para analizar sus
datos sobre la comprension de los estudiantes
cuando los conceptos eran considerados como
esquemas, pero que la triada de Piaget (1985) y
Garcia (1997): intra, inter y trans, era util en la
interpretacion de los niveles de comprension.
Con estos aportes recientes sobre el estudio mas
minucioso de los esquemas, se ha enriquecido y
potencializado mas la teoria.

La problematica que interesa focalizar en
esta investigacion, es tratar de describir las
formas de conocer el concepto de derivada que
tienen los profesores como objeto matematico de
ensefianza y aprendizaje. A lo que en este marco
se resaltan dos componentes del conocimiento
profesional que se consideré importante en este
estudio:

1.- La importancia que tiene el
conocimiento matematico en el proceso de
ensefianza y aprendizaje.

Se propone un andlisis de riguroso del
concepto matematico, desde la misma
matematica y desde la historia de la matematica,
que ilumine posteriormente la ensefianza del
concepto. Viendo asi la necesidad con que
debemos asumir la transposicion de didactica de
pos concepto matematico para ser llevado al aula
en cualquiera de los niveles de ensefianza.
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2.-La importancia del conocimiento
didactico del conocimiento matematico, puesto
que con la misma rigurosidad nos lleva a
reflexionar sobre las formas de conocer qué
queremos que los estudiantes construyan del
concepto de derivada. En esta segunda
implicacion, encontramos que se cuestiona sobre
las construcciones que deseamos que construyan
nuestros estudiantes del concepto, lo cual lleva a
otra implicacion y es como disefiamos las
actividades, las tareas y la agenda de ensefianza
de tal forma que permita activar y desarrollar
proceso cognitivos en la busqueda de las
construcciones mentales deseadas (acciones,
procesos, objetos y esquemas) que permitan
comprobar la comprension por parte de los
estudiantes del concepto matemético en
cuestion.

Las siglas APOE con la cual nos hemos
referido a la teoria que nos enfocamos, significan
las acciones, los procesos, los objetos y los
esquemas, que son las construcciones mentales,
que en el marco de esta teoria, un sujeto realiza
para obtener significados de las situaciones
problemas en matematica. Con la propuesta
tedrica APOE, se trata de describir, el camino
hacia la construccibn de un concepto
matematico, en la mente de un sujeto.

Metodologia de Investigacion

En este trabajo se resumen las bases tedricas que
fundamentan y justifican la metodologia
implementada, y se describen los elementos
bésicos del disefio.
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Posteriormente, se exponen de forma
breve los instrumentos de recogida de la
informacion que se utilizd en este estudio y
finalmente, esbozaremos las diferentes fases del
analisis que se implement6 en el estudio del
conocimiento profesional de los profesores, que
son el resultado de la triangulacion de la
informacién que proporcionan cada una de las
fases definidas, con el propdsito de explicar la
complejidad  cognitiva 'y la naturaleza
contextualizada del conocimiento y la practica
profesional del profesor de matematicas. En este
estudio se adopta una metodologia cualitativa de
naturaleza descriptiva y exploratoria, ya que se
desea estudiar las formas de conocer el concepto
de derivada como objeto matematico y como
objeto de ensefianza-aprendizaje. El Tipo de
investigacion es un estudio que se ajusta a los
objetivos y a la informacion que se recolectd. La
eleccion de este disefio de investigacion se hizo
con el propdsito de abordar los diferentes
aspectos del conocimiento y la practica del
profesor de matematica.

Instrumentos de recolecta de la informacion.

Con el proposito de integrar en el analisis el
conocimiento del profesor, las dimensiones
institucionales y cognitivas, se ha dado un papel
importante a la delimitacion del contexto dentro
de este estudio; teniendo en cuenta lo anterior, se
definen dos niveles de analisis: analisis macro y
micro. El anélisis macro de las restricciones
institucionales nos permite describir e interpretar
como dice el objeto de la derivada: el
conocimiento matematico, aspectos de la
formacion del profesorado y el disefio curricular.
El analisis micro, versa sobre la descripcién e
interpretacion de las formas que tienen los
profesores de conocer el concepto de derivada
como objeto mateméatico y de ensefianza
aprendizaje.

ISSN 2523-2436
ECORFAN® Todos los derechos reservados.

Diciembre 2017 Vol.1 No.2 11-25

Se diseflaron tres instrumentos y se
implementaron para la recoleccion de datos: un
cuestionario indirecto y entrevista, documentos
personales elaborados por el profesor y cinco
entrevistas semiestructuradas. El cuestionario
indirecto y entrevista se realizé a partir de la
resolucion de cinco problemas planteados a los
profesores, de la cual se busca extraer el nivel de
comprension del concepto de derivada que
tenian y de esta manera plantear cinco
entrevistas semiestructuradas o especificas. El
segundo instrumento denominado recoleccién
de documentos personales elaborados por el
profesor, consistio en el programa de la
asignatura de matematicas, unidad didactica del
concepto de derivada y evaluaciones sobre este
concepto. El tercer instrumento esta integrado
por cinco entrevistas semiestructuradas: a) los
procesos de resolucion de los problemas
propuestos en el cuestionario indirecto y sobre la
reflexion didactica de las tareas que conforman
la evaluacién, b) el conocimiento disciplinar
utilizando vifietas en las que se proponen
solucionar otro grupo de seis problemas, c¢) los
antecedentes biograficos del profesor sobre la
ensefianza del concepto de la derivada, d) los
documentos elaborados por los profesores, €) las
tareas que proponen a sus estudiantes para
evaluar la comprension del concepto de la
derivada.

Metodologia de analisis y desarrollo

Para la parte fundamental de este estudio se han
definido cuatro fases para el anélisis de la
informacién como se presenta en la Figura 1:
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Figura 1 Fases de la metodologia de andlisis
implementada en esta investigacién

Primera Fase: Andlisis macro de las
restricciones institucionales.

El andlisis macro de las restricciones
institucionales nos permiten describir e
interpretar como dice el objeto de la derivada: el
conocimiento matematico, aspectos de la
formacion inicial y el disefio curricular.

Segunda  Fase:  Analisis micro  del
conocimiento profesional del profesor

En esta fase se entiende el estudio de casos,
como la investigacion intensiva de un objeto de
indagacion social. Tal como un aula, un
colectivo de profesores, un individuo, etc. En
esta investigacién, nos planteamos los dos
niveles de andlisis que se contemplan en los
estudios de casos, primero nos avocamos en un
estudio riguroso y exhaustivo de cada uno de los
profesores de matematicas que fueron los que
participaron en la  investigacion, vy
posteriormente, se realizd un analisis global de
los casos que permitiera hacer una comparacion
de las singularidades y diferencias encontradas
en el analisis particular de cada uno de ellos.

En total, se aborda el estudio de cinco
casos: la eleccion de estos profesores, en cierta
medida debera estar condicionada por la
investigacion previa propuesta por Badillo y
Azcarate, (2000) y por las limitaciones de los
investigadores.
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En la Tabla 1, se especifican algunas
caracteristicas de los profesores que participaron
en la prueba piloto.

A 28 Master en cencas

B 22 Diplomado en ensefianza de las
matematicas

c 12 Cursos de actualzacion
pedagligica

D S Neastar en Educacdn

E 25 Master Informética

Tabla 1 Caracteristicas de los profesores participantes en
las pruebas piloto

En nuestro propdsito de ser lo mas
riguroso posible en el disefio metodologico, se
ha definido para el estudio de las formas de
conocer que tienen los profesores de la derivada
como objeto matematico y como objeto de
ensefianza y aprendizaje, unas categorias para
cada una de las componentes del conocimiento
profesional, intentando siempre describir e
interpretar con lamisma intensidad y rigurosidad
cada una de ellas.

A continuacién, se describen la forma
como se hizo el anélisis de cada una de las
componentes del conocimiento profesional del
profesor, que es el eje de estudio de los casos, y
las categorias que se definieron para el estudio
de cada una de estas.

i.- Componente de contenido disciplinar:
el concepto de derivada como objeto
matematico.

Para el andlisis de los niveles de
comprension de la derivada se toma en cuenta las
categorias teoricas y analiticas que proporciona
el marco de la teoria APOE :
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(1) la descomposicion genética del
concepto de derivada; (2) las perspectivas
acciones proceso y objeto; y (3) los niveles de
comprension del esquema de la derivada en las
dos dimensiones que se definen (algebraica y
grafica), en términos de la triada intra, inter y
trans propuesta por Piaget (1985) y Garcia
(1997) e incorporadas a la teoria APOE, para el
estudio de conceptos complejos como la
derivada.

ii. componente de contenido didactico: el
concepto de derivada como objeto de ensefianza
y aprendizaje.

En la descripcion del conocimiento de la
derivada como objeto de enseflanza y
aprendizaje que tienen los profesores, se pone en
énfasis el estudio de las tareas que el profesor
disefia e implementa tanto en la unidad didactica
como en las evaluaciones. Por lo tanto, una parte
importante de la practica profesional del
profesor se centra en el disefio, eleccion-
modificacion y uso de las tareas focalizadas en
un contenido matematico concreto, utilizadas
como un objeto educativo (Llinares, 1996). De
alli que, en este estudio se le da relevancia al
analisis de las tareas y a la justificacion que
hacen de las mismas como una forma de enlistar
elementos de las dos componentes del
conocimiento profesional del profesor que
interesa describir. Por esta razon se considerara
la siguiente metodologia de anélisis:

1. Descripcion de la estructura y
organizacion que hace de los contenidos en el
programa de matematicas

2. Descripcion de la estructura y la
organizacion que hace de los contenidos en la
unidad didactica, definiendo a las siguientes
categorias de analisis:
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. Itinerario didéctico que adopta para la
ensefianza de los conceptos del calculo
diferencial.

I1. Conceptos estructurales que justifican
las técnicas de f* (a) y f°(x).

I1l. Técnicas que utilizan para calcular
los macro objetos f’(a) y £*(x).

IV. Definicion del macro objeto f’(a) y
£(x).

3. Analisis de las tareas que

presentan en la evaluacion y en la unidad
didactica dependiendo de la cantidad de
informacion con la que se cuente para el anlisis
de la actividad matematica en relacion con el
concepto de derivada: tareas propuestas en las
evaluaciones y tareas propuestas en las unidades
did4cticas elaboradas por los profesores.
En este estudio se debera tener en cuenta para el
analisis de las tareas y actividades propuestas en
las evaluaciones del concepto de derivada, en la
unidad didactica elaborada por el profesor y en
los libros de texto. Por lo tanto, se intentard
diferenciar en este analisis dos elementos clave
propuestos por Garcia y Llinares, (1998).

1. Las caracteristicas textuales de
las tareas.
2. La naturaleza de la actividad

cognoscitiva que se genera a partir de ella.
iii. Integracién de las componentes.

Partiendo de los resultados obtenidos en
el analisis de las dos componentes del
conocimiento profesional del profesor, se
pretender realizar una descripcion de las formas
de conocer que tienen los profesores del
concepto de derivada como objeto matematico y
como objeto de ensefianza - aprendizaje.
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Los resultados de este analisis
proporcionan informacidn valiosa para revisar la
descomposicion genética del concepto de
derivada, es decir, para reestructurar el analisis
epistemoldgico y didactico asociado al objeto
matematico derivada, que es pieza fundamental
para el disefio e implementacion de cursos de
formacion permanente del profesorado, tomando
como referencia el ciclo de investigacion de la
teoria APOE.

Tercera Fase: Analisis global de los casos

En esta seccion cobra mucha importancia el uso
de las redes sistematicas como instrumento de
recoleccion de informacion que facilita la
interpretacion de la misma, resaltando,
singularidades y diferencias entre las formas de
conocer que tienen los profesores de la derivada
como objeto matematico  (niveles de
comprension del esquema de la derivada) y de
enseflanza — aprendizaje.

Cuarta Fase: Integracion de los analisis
macro y micro

En este apartado se intuye un diagndstico y
formulacion de un fendémeno didactico en la
ensefianza del objeto matematico derivada en el
nivel licenciatura en ingenieria.

Figura 3 Pantalla de Seleccién de Preguntas (Elaboracion
Propia)

No deberan ser imagenes todo debe ser
editable.
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Resultados

Los resultados se presentan teniendo en cuenta
los objetivos propuestos en: metodologicos y
didacticos.

Resultados metodoldgicos

Inicialmente se hace una reflexion de los
instrumentos que se disefiaron e implementaron
en esta investigacion, dado que estos aportan
elementos significativos a la metodologia de
investigacion cualitativa. Seguidamente, se
resaltan los aspectos mas importantes de la
metodologia de anélisis que se adaptaron a las
caracteristicas de este estudio y se presentan,
como aporte mas relevante, el instrumento que
se disefio para el analisis de tareas matematicas,
teniendo como base las categorias tedricas y
analiticas que nos ofrecen la adaptacion que se
hicieron de la teoria APOE y de los
organizadores del curriculo para el estudio del
conocimiento profesional del profesor.

Con respecto a los instrumentos de recogida
de informacion

Se considera que la eleccion vy el disefio de los
instrumentos de recogida de la informacién que
se utilizaron en esta investigacion han sido
acertados porque permiten acercarse a las formas
de conocer el concepto de derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza -
aprendizaje que tienen los profesores que
participan en este estudio. A continuacion, se
presenta algunas de los resultados que se sacaron
de la implementacion de los mismos para el
analisis del conocimiento profesional del
profesor.
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- Las elecciones de los instrumentos de
recogida de datos, permiten obtener
informacion, tanto por separado como
integradamente, de los componentes del
conocimiento profesional considerados
en este estudio.

- El disefio del cuestionario indirecto y la
entrevista sobre la justificacion del
proceso de resolucion de los problemas
planteados facilitan un acercamiento a lo
que los profesores saben sobre el
concepto de derivada como objeto
matematico.

Con respecto a la metodologia del analisis

Se considera que las decisiones que se toman
para abordar el proceso de analisis de los datos
son fundamentales para llevar a buen término la
investigacion. El disefio metodoldgico utilizado
en esta investigacion y el estudio de casos,
conlleva a manejar gran cantidad de informacion
cualitativa que permitié abordar el estudio del
conocimiento y la préactica del profesor.

- La definicién de los tres niveles de
analisis: macro, micro y su integracion,
permite abordar un estudio riguroso de
los componentes del conocimiento
profesional del profesor atendiendo a su
naturaleza situada; es decir, se tuvo en
cuenta tanto los elementos cognitivos del
conocimiento profesional como los
elementos institucionales de mismo.

- Los disefios de las cuatro fases del
analisis permiten manejar una gran
cantidad de informacion sobre las
componentes del conocimiento del
profesor, a partir de la triangulacion de
los mismos, que da validez a los
resultados obtenidos.
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- Con relacion al andlisis macro, la
construccion de la descomposicion
genética y la definicion de los niveles de
comprension del esquema de la derivada
en las dimensiones algebraicas,
constituyen un aporte tedrico y
metodoldgico de gran riqueza para el
estudio del concepto de derivada como
objeto matemético y como objeto de
ensefianza y aprendizaje. Lo original de
este aporte es la adaptacién que se hace
de la teoria APOE al estudio del
conocimiento profesional del profesor,
abriendo una nueva teoria y metodologia
para esta linea de investigacion.

Los resultados que se encontraron a partir
del estudio de los casos confirman el caracter
provisional de las categorias tedricas que se
propusieron al definir los niveles de la doble
triada algebraica-grafica del esquema de la
derivada. Ahora, con los datos empiricos
analizados, se puede concluir que en el conjunto
de profesores elegidos, solo se encontraran
algunos de los niveles definidos, tales como:
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- Las categorias teoricas y analiticas
adaptadas de la teoria APOE permiten
hacer un andlisis de las tareas
matematicas que  proponen  los
profesores, centrandonos en los procesos
cognitivos que se activan al checar las
traducciones y  relaciones  entre
representaciones de los macro objetos
f(x), f'(a) y f'(x). la definicién de los
procesos que se activan al hacer las
traducciones y relaciones entre estos
macro objetos siguiendo el instrumento
que propone Font, (2000), es otro aporte
significativo de este trabajo con relacién
a la adaptacion de la teoria APOE al
estudio de la préactica del profesor. Sin
embargo, se consider6 que la dificultad
que tienen tanto la definicion de los
procesos cognitivos como la perspectiva
accion proceso y objeto; y el hecho de
que el andlisis no se haya hecho en grupo
de investigacion, lleva a una postura del
caracter provisional y subjetivo de los
resultados encontrados; aun cuando se
haya recurrido a la valoracion de
expertos para dar validez a los analisis
realizados.

- El instrumento que se disefi6 para el
analisis de las tareas matematicas que
proponen los profesores en las
evaluaciones y en las unidades
didacticas, permitid hacer un analisis
riguroso de la actividad matematica
relacionada con el concepto de derivada
que se promueve en la institucion. Se
considera que este aporte es relevante
dentro de este estudio, porque permite
hacer una descripcion detallada de una
parte importante de la préactica
profesional del profesor. Igualmente se
considerd que es un instrumento que
permite  centrarse en una tarea
matematica abordandolo desde
diferentes aproximaciones teoricas.
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- Otro aspecto positivo, que aporta al
tratamiento de la cantidad de
informacion que involucran los estudios
sobre el profesor , fue la decision
metodoldgica de analizar primero las
tareas que los profesores proponen en las
evaluaciones y, posteriormente, las que
proponen en la unidad didactica puesto
que facilita la definicién de la primera
tipologia de tareas, con la que se puede
abordar después el analisis de tareas que
aportaban elementos nuevos y que
definian nuevas tipologias, hasta llegar a
tipos de tareas en total.

Resultados didacticos

Para analizar las causas del fenémeno
encontrado, se baso en la triangulacion de los
resultados que proporcionan los tipos de analisis
que se han realizado: el analisis macro de las
restricciones institucionales, el analisis micro del
conocimiento profesional del profesor y el de la
integracion de los dos analisis.

El analisis macro muestra la siguiente
radiografia del objeto de la derivada con objeto
de ensefianza y aprendizaje, en que se encuentra
inmerso el profesor y que se considera en este
estudio. El analisis micro del conocimiento
profesional del profesor aporta informacion
valiosa sobre las maneras de conocer que tienen
los profesores de la derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza y
aprendizaje. Se puede decir que:

a. Analisis del conocimiento del
contenido: el estudio de los niveles de
comprension del esquema de la derivada que
tienen los profesores muestra que hay una
pluralidad en los niveles de comprension que
tienen los profesores que participaron en este
estudio sobre el concepto de la derivada.
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Asi, se tiene que dos profesores A y E,
que tienen un nivel intra algebraico-intra grafico
(intra-intra), caracterizado por tener una
perspectiva proceso de los macro objetos f(x),
f(a) y f(x), que no son coordinados en la
resolucion de problemas rutinarios y no
rutinarios enunciados en los diferentes
conceptos. Un solo profesor C esta en el nivel de
comprension inter algebraico-intra  grafico
(inter-intra), caracterizado por tener una
perspectiva proceso de los macro objetos f°(a) y
f°(x) que, dependiendo del contexto de la
situacion, son coordinados en la solucion de
problemas rutinarios y no rutinarios. En el nivel
de comprension trans algebraico-inter gréfico
tenemos el profesor D  (trans-inter),
caracterizado por tener una perspectiva objeto de
los macro objetos f'(a) y f(x), que son
coordinados en la solucién de problemas
rutinarios y no rutinarios, pero dependiendo del
contexto en que son enunciados. Finalmente, el
profesor B si tiene un nivel de comprensién del
esquema de la derivada trans algebraico-trans
grafico (trans-trans), caracterizado por tener una
perspectiva objeto de los macro objetos f'(a) y
f(x), que son coordinados en la resolucion de
problemas rutinarios y no rutinarios enunciados
en los diferentes contextos.

Por tanto, la mayoria de los profesores
tienen dificultad en la comprension gréafica de
los macro objetos f(x), f'(a) y f(x), e incluso
algunos reproducen inconsistencias con relacién
a estos macro objetos que han sido resefiadas por
investigaciones centradas en el aprendizaje de
los mismos, tales como:

1. La confusion de los macro
objetos f'(a) y £(x).
2. La reduccion de la expresion

simbdlica del macro objeto £’(x) a la educacion
de la recta tangente y la grafica del macro objeto
f’(x) a la grafica de la recta tangente.
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3. La no justificacion del uso de las
técnicas de derivacion directa e indirecta
(definicién en término del limite y las reglas de
derivacion).

b. Andlisis del conocimiento didactico
del contenido: muestra que la estructura y
organizacion del concepto de derivada obedece
a dos itinerarios de ensefianza. Se describen
algunos aspectos significativos del analisis
realizado:

La estructura y organizacién del
concepto de derivada obedece a dos itinerarios
de ensefianza. Tres de los profesores C, Dy E
introducen primero el macro objeto f(x) y
posteriormente el f’(a); y dos de los profesores
A y B introducen primero el macro objeto f’(a)
y después el f(x). Sin embargo,
independientemente del tratamiento anterior, se
encontrd que en las definiciones en las técnicas
y en los conceptos que justifican la introduccién
de estos macro objetos, hay en general una
confusion de estos, reduciendo el paso de uno al
otro a las simples sustituciones de variables x=a
en la expresién simbolica encontrada esto se
debe a que estos macro objetos se definen
utilizando solo la notacion incremental, lo cual
no favorece el proceso de sintesis de los mismos.
Analizando que técnicas tiene que saber el
alumno para calcular f’(x) como resultado del
estudio de la unidad didactica que proponen los
profesores, se encontrd6 que aparecen dos
técnicas de derivacion: la técnica directa por
definicion en términos de limite y la indirecta
por las reglas de derivacion.

Las técnicas que se han de definir para
calcular f’(a) para luego poder justificar las
técnicas de calculo de f(x), y encuentra que, en
general, no existen técnicas para calcular f(a),
porque en las definiciones que presentan los
profesores en la wunidad didactica estan
mezclados los macro objetos f’(a) y £*(x).
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Es decir que no se disefian actividades y
tareas que permitan la construccion de técnicas
de calculo del macro objeto f’(a), sino que
aparecen reducidas del resultado de sustituir el
valor de x=aen las técnicas (1 y Il) que se utilizan
para calcular el macro objeto f’(x); y ello
independientemente de que se haya introducido
primero el macro objeto f’(a) y después el macro
objeto f’(x), o viceversa. Y solo de forma
periférica, en las tareas que proponga el profesor
B se fomenta el uso de técnicas graficas para el
calculo del macro objeto f’(a).

En la mayoria de los casos se pretende
encontrar que el uso de la notacion incremental
no obedece a la necesidad de justificar mas
adelante la regla de la cadena como: dy/dx =
dy/du - du/dx, es decir que la notacion de
incrementos  coordinada con la notacion
diferencial:

lim v _ (1)

Ax—0 Ax dx

permita con facilidad introducir y
justificar la regla de la cadena (Inglada y Font,
2002), porque la mayoria de los profesores no
desarrollan esta tematica, y quienes lo
desarrollan lo hacen utilizando la notacion
diferencial de Cauchy. Solo en un caso, se puede
justificar el uso de la notacion incremental para
demostrar la regla de la cadena, pero no se tiene
evidencia empirica de la conciencia por parte del
profesor de las dificultades semioticas que
implica el uso de la misma.

Por lo tanto, puede estar influenciado por
los siguientes factores:

1. La tradicion histdrica de utilizar
los incrementos por influencia de la fisica, mas
en nuestro contexto, donde la formacion del
profesorado es disciplinar en matematicas y
fisica; ademas ellos pueden ser simultdneamente
profesores de las dos asignaturas.
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2. La importancia que se le otorga al
libro de texto, como referente principal para la
transposicion acritica de los conceptos que se
ensefan.

3. En el caso de los profesores, se
afiadio la influencia de las concepciones sobre la
matematica en la forma como abordan la
ensefianza y el desarrollo de los conceptos
matematicos, en este caso concreto, sobre la
enseflanza de los macro objetos f’(a) y £°(x).

C. Integracion  de  los  dos
componentes del conocimiento: las dificultades
que tienen los profesores en la comprension de
los macro objetos f’(a) y °(x) se convierten en
un obstaculo para poder hacer una buena
transposicion de estos macro objetos y
posteriormente, para la ensefianza de los
mismos, que les lleva en muchos casos, a
reproducir las confusiones y los errores de cara a
sus alumnos.

Conclusiones

La propuesta planteada con base en la
adaptacion de las categorias teoricas y analiticas
de la teoria APOE tiene tres elementos a resaltar:
un andlisis fino del contenido matematico, la
hipétesis constructiva y la consideracion de la
interaccion social del individuo como medio de
construccién del conocimiento, y la actividad
profesional del profesor y las implicaciones que
tienen en la formacion del profesorado de
matematicas. Particularmente, se opta por la
integracion de las dos componentes del
conocimiento: la disciplinar y la didactica del
contenido. Sin embargo, no se diferencia de los
aportes que hasta este momento han dado las
investigaciones en didactica de la matematica
centradas en esta linea de investigacion.
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En este sentido, la propuesta resulto
atractiva porque plantea un ciclo de
investigacion para el desarrollo curricular dentro
del pensamiento matematico avanzado, que
permitio perfilar un itinerario de investigacion
dentro del pensamiento y conocimiento del
profesor apuntando a la formacion permanente e
inicial del profesorado.

El nivel de comprension intra algebraico-
trans grafico es posible que se dé en la realidad.
Es decir, no es cognitivamente viable, puesto
que la interpretacién grafica de los macro
objetos f’(a) y £(x) requiere de una complejidad
en el manejo del aparato formal de estos objetos
que no se tiene construida en el nivel intra
algebraico. Mientras que consideramos que el
nivel trans algebraico-intra grafico es
cognitivamente mas factible de encontrar,
porque estd influenciado por la ensefianza
tradicional de los conceptos matemaéticos, en
donde prevalece la algebrizacion de los
conceptos matematicos en detrimento de la
interpretacion grafica de los mismos. En lo que
respecta a los niveles inter algebraico-inter
grafico (inter-inter) e inter algebraico-trans
grafico (inter-trans), podrian ser encontrados
pero en nuestra investigacion no surgen.

Este trabajo es un primer acercamiento
cualitativo centrado en el estudio del
conocimiento y de la préactica del profesor, y los
resultados que aporta, apertura posibles lineas
de investigacion tales como: contrastar los
resultados obtenidos con la actividad del
profesor a través del aprendizaje de los alumnos
y con la interaccion profesor-alumno, y aplicar
este modelo de investigacion en la Universidad
Veracruzana para validar los resultados
obtenidos y promover programas de formacion
que tengan en cuenta las caracteristicas de este
concepto.
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