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A nivel mundial la aplicación de la ingeniería se ha masificado, en nuestra vida diaria tenemos contacto 

con dispositivos en los cuales se aplica la ingeniería y que facilitan nuestra vida, así mismo, en el 

comercio y en la industria no los podríamos concebir sin el uso y aplicación de la ingeniería. Por su 

puesto, en la docencia e investigación se deben abordar estas temáticas para preparar profesionistas 

capaces de hacer frente a los retos que afronten en el ejercicio de su profesión. 

 

En este libro ñProyectos de Ingeniería Aplicadaò se presentan algunos proyectos de investigación 

desarrollados en la Facultad de Ingeniería Electromecánica de la Universidad de Colima en los cuales se 

hace uso de la ingeniería para elaborar prototipos de uso experimental en los laboratorios del plantel. El 

desarrollo de estos prototipos implica varías etapas como son análisis, diseño, construcción y pruebas 

experimentales donde los estudiantes ponen en práctica sus conocimientos de ingeniería. 

 

Los prototipos resultantes son de gran utilidad para la facultad, ya que nos permiten contar con 

módulos de arquitectura abierta donde posteriormente estudiantes de otras generaciones podrán 

experimentar y realizar pruebas de diversas estrategias de control. Con esto se cubre la necesidad de 

equipamiento que en ocasiones no es posible adquirir por instituciones públicas de educación superior 

debido a su alto costo.  

 

Uno de los proyectos de ingeniería aplicada que se presentan es el Robot Móvil Omnidireccional 

con manipulador de 4 grados de libertad en donde se aplican conocimientos de control, robótica, 

instrumentación, automatización y teleoperación. 

 

Para el proyecto de ingeniería aplicada Control de fuerza aplicado al dispositivo háptico omni 

phantom® en lazo abierto se desarrolla el modelo cinemático directo e inverso, así como su modelo 

dinámico. El dispositivo háptico es utilizado en conjunto con un sensor de fuerza. 

 



El proyecto Helicóptero didáctico en arquitectura abierta controlado con lógica difusa presenta el 

dieño y construcción de un prototipo de arquitectura abierta en el cual se utilizó un controlador difuso 

para el ángulo de inclinación (cabeceo) y el ángulo de giro (guiñada). 

 

En el proyecto Desarrollo de un prototipo para detección de metano y su concentración en 

procesos de generación de energía a partir de biomasa se presenta el diseño y construcción de un 

biodigestor para detectar la presencia de metano (CH4) y cuantificar la concentración de biogás producida 

por la biomasa propuesta. 

 

Los proyectos de ingeniería pueden ser muy diversos y estar enfocados a diferentes áreas de 

aplicación, los trabajos presentados en este libro dan muestra de ello y sientan las bases de análisis y 

diseño para la realización de futuros trabajos en un área de constante cambio como es la ingeniería. 
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Abstract 
 

The present thesis presents the analysis, design, manufacture, and control of an omnidirectional robot 

with a 4 degrees of freedom robotic arm, which is used as an open architecture control module in the 

Electromechanical Engineering Faculty of the University of Colima, so that the students apply their 

knowledge about control, robotics, instrumentation, automation, and teleoperation. The robot has the 

optimal qualities for students to send and receive signals easily through a connection board. In addition, 

a lineal control applied to the omnidirectional robot is described in detail, using a mobile application, 

through which students can control the movements of both the omnidirectional robot and the 4 degrees 

of freedom robotic arm, and observe their response through graphs. 
 

Robot, Omnidirectional , Mobile, Control and manufacture  

 

Resumen 

 

En el presente documento se expone el análisis, diseño, manufactura y control de un robot 

omnidireccional con brazo robótico articulado de 4 grados de libertad, mismo que se utiliza como un 

módulo de control de arquitectura abierta en la Facultad de Ingeniería Electromecánica de la Universidad 

de Colima, con el fin de que los estudiantes apliquen sus conocimientos en control, robótica, 

instrumentación, automatización y teleoperación. El robot posee las cualidades adecuadas para que los 

estudiantes envíen y reciban señales de manera sencilla a través de una tablilla de conexiones. Además, 

se describe de forma detallada un control lineal aplicado al robot omnidireccional, utilizando una 

aplicación móvil, mediante la cual los alumnos pueden controlar los movimientos del carro 

omnidireccional, así como del brazo robótico de 4 grados de libertad y observar su respuesta en gráficas. 
 

Robot, Omnidireccional, Móvil, Control y manufactura 

 

1. Introducción 

 

El aumento de estudiantes por estudiar el área de Ingeniería Mecatrónica o Ingeniería en Robótica ha 

ocasionado una gran demanda del uso de equipos especializados y de vanguardia; así como módulos 

didácticos para el aprendizaje práctico de los estudiantes en diferentes ramas de la ingeniería como 

mecatrónica, teoría de control, control moderno, control digital, control inteligente, robótica, 

programación, instrumentación virtual, automatización, entre otras.  

 

Así mismo, la adquisición de equipos robóticos móviles didácticos es difícil debido a sus precios 

elevados. Uno de los robots móviles para educación e investigación más reconocido es desarrollado por 

la empresa KUKA® en el 2010, con el robot manipulador industrial de 5 grados de libertad más una 

pinza mecánica, el robot está montado sobre una plataforma móvil omnidireccional; el sistema completo 

es conocido como youBot®, como se muestra en la Figura 1. La plataforma móvil omnidireccional tiene 

la capacidad de montar y desmontar el robot manipulador, además tiene la capacidad de soportar dos 

manipuladores. El youBot® posee interfaces completamente abiertas y permite a los desarrolladores 

entrar al sistema en todos los niveles de control de hardware (Alers, et al, 2014, Rivero, 2021, Sharma et 

al, 2012, Aitken et al, 2016). 

 

Aunado a lo anterior, son pocas las dependencias de Educación Superior en México que no tiene 

módulos robóticos móviles y además no tienen robots manipuladores en arquitectura abierta, lo que 

dificulta a los alumnos el aprendizaje de las áreas que comprenden la mecatrónica, otro inconveniente 

que se tiene que no se puede aplicar cualquier algoritmo de control en robots manipuladores o móviles. 

Por todo lo anterior, el robot móvil tipo omnidireccional con brazo robótico de 4 grados de libertad 

presentado en este trabajo, es una opción de bajo costo para resolver los inconvenientes presentados 

anteriormente (Wenqiang , et al, 2019, Zdeġar, et al, 2017, Mirelez, et al, 2015, Ribas-Xirgo, et al, 2014). 
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Figura 1 KUKA youBot ï robot movil omnidireccional 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Sharma et al, 2012) 

 

El robot móvil tipo omnidireccional con brazo robótico de 4 grados de libertad presentado en este 

trabajo funciona como módulo práctico para los estudiantes de las áreas de ingeniería, quienes pueden 

utilizarlo como una plataforma móvil manipuladora de objetos, capaz de desplazarse en todos los sentidos 

(omnidireccional) y que, gracias a su arquitectura abierta, se le puede aplicar cualquier algoritmo de 

control. Las entradas y salidas del robot son utilizadas de manera sencilla gracias a una tablilla de 

conexiones que se conectan al robot de manera alámbrica. 
 

Este trabajo está distribuido de la siguiente manera: en el Capítulo 1 se describe una introducción 

a los robots móviles omnidireccionales, así como el objetivo y la justificación del proyecto, en el Capítulo 

2 muestra los fundamentos de los robots móviles, características y sus aplicaciones; en el Capítulo 3 se 

describe el diseño mecánico del robot, el análisis cinemático directo e inverso del brazo robot, así como 

su validación en SolidWorks® y Matlab®; la construcción de la plataforma móvil, las características  del 

prototipo y las configuraciones de las llantas del robot móvil omnidireccional; son mostrados en el 

Capítulo 4, los resultados experimentales y una descripción del funcionamiento del prototipo son 

descritos en el Capítulo 5; en el Capítulo 6 y 7 se presentan los agradecimientos y las conclusiones y el 

trabajo futuro, respectivamente.   

 

2.  Fundamentos de los robots móviles 

 

Los robots móviles más representativa de acuerdo con su sistema de locomoción son: con ruedas/cintas 

de desplazamiento (diferencial, síncrona, triciclo, ackerman, omnidireccionales y orugas) y con patas 

(bípedos, cuadrúpedos, hexápodos, etc.) (Barrientos, 2007, Barrientos, et al 2007a, Barrientos, et al 

2007b, Ollero, 2001) 

 

La decisión de qué tipo de locomoción utilizar depende de varios factores como lo son: la 

maniobrabilidad (facilidad en el manejo del robot), controlabilidad (relacionada con las posibles 

trayectorias que el robot pueda seguir), tracción (tipo de suelo), capacidad de subir pendientes, estabilidad 

(estabilidad estática y dinámica), eficiencia (tracción vs consumo), mantenimiento y alimentación 

(batería, gasolina, etc.) e impacto ambiental (motores eléctricos, motores de gasolina, etc.).  

 

En la locomoción de tipo ruedas/cintas de desplazamiento, se pueden encontrar los siguientes 

tipos: 

 

Ackerman: es un sistema simple de 4 ruedas: las dos traseras se montan de forma paralela en el 

chasis principal del vehículo, mientras que las ruedas delanteras son del tipo direccionamiento, y se 

utilizan para seguir la trayectoria del robot, como se observa en la Figura 2a. Es muy sencillo de 

implementar, sin embargo, el mayor problema de este tipo de locomoción es su limitación en la 

maniobrabilidad. 
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Triciclo tiene buena estabilidad y es mecánicamente más simple que otros tipos de locomoción. 

La rueda direccional no es motriz (puede ser una rueda loca), y no es necesario controlar la velocidad de 

las ruedas para que el robot se mantenga recto, ver la Figura 2b. 

 

Diferencial, es uno de los menos complicados (dentro de la perspectiva de la programación y de 

la construcción). El robot puede ir recto, girar sobre sí mismo y trazar curvas, como se muestra en la 

Figura 2c. Sin embargo, posee varias desventajas: el equilibrio del robot se debe dar mediante un apoyo 

adicional mediante una o dos ruedas de apoyo, además requiere un control de precisión para trayectorias 

rectas. 

 

Síncrona es una locomoción compuesta normalmente de 3 ruedas, cuyo diseño es complejo y de 

difícil implementación, sin embargo, supera muchas de las dificultades que presentan otros tipos de 

locomoción, como se observa en la Figura 2d. La separación de los motores para traslación y rotación 

simplifica el control. Además, el control en línea recta está garantizado mecánicamente. 

 

Omnidireccional este tipo de locomoción requiere de llantas especiales que permiten 

movimientos complicados (reduciendo restricciones cinemáticas). Sin embargo, el movimiento en línea 

recta no está garantizada (es necesario aplicar un controlador), como se muestra en la Figura 2e. 

 

Oruga es un sistema sencillo de controlar, utilizando cintas de desplazamiento para realizar sus 

movimientos, ver la Figura 2f. Sin embargo, no dispone de un modelo matemático preciso de giro, 

además de que consume demasiada energía para realizar esta acción (Márquez, et al 2014, Barrientos, et 

al 2007a, Barrientos, et al 2007b, Ortigoza, et al 2007) 

 

Figura 2 Tipos de locomoción en robots móviles 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Barrientos et al, 2007b) 

 

Por otro lado, la locomoción de tipo patas tiene la ventaja de poder moverse por cualquier terreno 

que un ser humano pueda. Sin embargo, tienen varios inconvenientes, ya que poseen muchos grados de 

libertad y por lo tanto son difíciles de controlar. Además, mantener su estabilidad es complicado y su 

consumo de energía es alto. Los más comunes son los bípedos, un ejemplo de ellos es el 

ASIMO®  (acrónimo del inglés Advanced Step in Innovative Mobility, paso avanzado en movilidad 

innovadora), como se observa en la Figura 3 (Shimegi, 2019). 
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Figura 3 Robot móvil con patas 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Shigemi, 2019) 

 

Existe varias aplicaciones robot móvil, en este apartado se realiza de acuerdo con el medio en el 

que los robots móviles se desplacen: 

 

Terrestres, se utilizan en rastreo y traslado de objetos, evasión de obstáculos, traslado de 

instrumental quirúrgico en hospitales, limpieza del área del hogar, ambientes cooperativos y en la 

industria donde se emplean para análisis e inspección de fisuras en gaseoductos y contenedores de 

petróleo, como se observa en la Figura 4. 

 

Marinos como los submarinos equipados con sensores especiales para navegación dentro del agua 

como sonar, radar, visión telescópica, giroscopio, ver Figura 5. 

 

Aéreos pueden proporcionar imágenes aéreas para reconocimiento de terreno y superficie, y son 

muy útiles en problemas de análisis de tráfico e inspección de edificios, como se muestra en la Figura 6 

(Bolton, 2010, Reyes, 2013). 

 

Figura 4 Robot móvil terrestre 

 

 
 

Fuente de Consulta: (García et al, 2019) 
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Figura 5 Robot móvil marino. 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Peña, 2018) 

 

Figura 6 Ejemplo de robot móvil aéreo. 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Ruiérez, 2016) 

 

3.  Diseño en CAD y el análisis cinemático 

 

3.1. Diseño en CAD 

 

El prototipo es diseñado en el software CAD Solidworks® como se observa en la Figura 7. Se pueden 

apreciar las 2 partes principales del robot: el chasis móvil, que tiene con 4 ruedas omnidireccionales, y 

el brazo robótico de 4 grados de libertad, que utiliza una pinza como efector final. 

 

Figura 7 Vista isométrica del robot 
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Las dimensiones del chasis omnidireccional se observan en la Figura 8 una vista de planta y en 

la Figura 9 una vista lateral; todo está dado en cm. En general, el robot móvil mide 56 cm de largo y 32 

cm de ancho y 14 cm de alto.  

 

Figura 8 Acote real de la plataforma móvil en cm 

 
 

Figura 9 Acote real de la plataforma móvil en cm 

 

 
 

Las dimensiones del brazo robótico se observan en la Figura 10 (largo de cada eslabón) y en la 

Figura 11 (ancho de los eslabones). Posee una longitud en extensión de aproximadamente 50 cm.  

 

Figura 10 Acote real de los eslabones del brazo robótico en cm 
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Figura 11 Acote real del ancho del brazo robótico en cm 

 

 
 

3.2. Análisis cinemático directo del robot 

 

Para el análisis cinemático directo se apoya del algoritmo de Denavit-Hartenberg que determinan los 

sistemas de referencia enlazados a cada articulación en base a los ejes de giro para cada eslabón como se 

observa en la Figura 12 y los parámetros D-H son mostrados en la Tabla 1 y en la Tabla 2 describe las 

medidas del robot en centímetros (Barrientos, 2007, Fu et al, 1987, Reyes, 2020, Sheng et al, 2017, 

Spong et al, 1989).  

 

Figura 12 Ejes de coordenadas del brazo robótico 

 

 
 

Tabla 1 Parámetros de Denavit-Hartenberg 

 
Articulación i  ἱ ἱ Ἤἱ Ἡἱ 

1 ʃ+90° 90° , 0 

2 ʃ 0 0 , 

3 ʃ+90° 90° 0 0 

4 ʃ 0 0 ,+, 

 

Se obtiene la matriz de transformación homogénea para robots manipuladores está dada por la 

ecuación (1). 

 

1

cos cos sin sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

0 sin cos

0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii

i

i i i

a

a
A

d

q a q a q q

q a q a q q

a a

-

-è ø
é ù

-
é ù=
é ù
é ù
ê ú

     (1) 
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Tabla 2 Medidas de los eslabones del brazo robótico 

 
Elemento Longitud (cm) 

L1 17.65 

L2 20 

L3 15 

L4 10 

 

Las matrices de transformación para cada eslabón se obtienen de sustituir los valores de las Tablas 

1 y 2 en la matriz de transformación, ecuación (1). 

 

Para la primera articulación, que corresponde a la cintura, se tiene:  
 

( ) ( )

( ) ( )

O O

1 1

O O
0 1 1

1

1

cos 90 0 sin 90 0

sin 90 0 cos 90 0

0 1 0

0 0 0 1

iA

q q

q q

è ø+ +
é ù
é ù+ - +
=é ù
é ù
é ù
ê ú

      (2) 

 

El hombro es representado por la segunda articulación: 

 

2 2 2 2

2 2 2 21

2

cos sin 0 cos

sin cos 0 sin

0 0 1 0

0 0 0 1

A

q q q

q q q

-è ø
é ù
é ù=
é ù
é ù
ê ú

      (3) 

 

Para la tercera articulación que corresponde al codo, es:  

 

( ) ( )

( ) ( )

O O

3 3

O O
2 3 3

3

cos 90 0 sin 90 0

sin 90 0 cos 90 0

0 1 0 0

0 0 0 1

iA

q q

q q

è ø+ +
é ù
é ù+ - +
=é ù
é ù
é ù
ê ú

      (4) 

 

Y por último la cuarto articulación, corresponde al movimiento de la muñeca: 

 

4 4

4 43

4

3 4

cos sin 0 0

sin cos 0 0

0 0 1

0 0 0 1

A

q q

q q

-è ø
é ù
é ù=
é ù+
é ù
ê ú

      (5) 

 

La transformación homogénea final del brazo robótico articulado se obtiene efectuando el 

producto de las matrices de cada articulación, mediante la ecuación (6) 

 
0 0 1 2 3

4 1 2 3 4A A A A A=       (6) 

 

El resultado de efectuar la multiplicación se presenta la posición del efector final expresada en el 

sistema global que se encuentra en la base del robot, ver ecuación (7) 

 

( )

( )

( )

1 4 23 1 4 1 4 1 4 23 1 23 3 4 1 23 2 1 2

3 1 4 1 4 23 1 4 1 4 23 1 23 3 4 1 23 2 1 2

4

4 23 4 23 23 1 3 4 23 2 2

c c

c

0 0 0 1

s s c s c s s s s c s c s c

s s c c s s c s s c c c c c c
A

c c s c s s s

q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q

è + - - - + - ø
é ù

- + + +é ù=
é ù- + + +
é ù
ê ú

  (7) 
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donde 1 1s sinq q= , 2 2s sinq q= , 3 3s sinq q= , 4 4s sinq q= , 1 1coscq q= , 2 2coscq q= , 

3 3coscq q= , 4 4coscq q= , ( )23 2 3sinsq q q= +  y ( )23 2 3coscq q q= +  

 

Con el propósito de validar la cinemática directa del robot se establecen 2 posiciones mediante 

coordenadas articulares, la primera se observa en la tabla 4.4 en la cual se tiene el robot en su posición 

inicial. 

 

La validación experimental de la ecuación (7) que representa la posición cartesiana del efector 

final proyectada en el sistema de coordenadas base se muestra en la Figura 9, donde: o

1 0q= , o

2 0q=

, o

3 0q= Ǔ y o

4 0q= . Al sustituir los valores en la matriz de transformación homogénea se tiene: 

 

0

4

0 1 0 0

0 0 1 45

1 0 0 17.62

0 0 0 1

A

è ø
é ù
é ù=
é ù
é ù
ê ú

      (8) 

 

Como se puede observar en la Figura 13, el resultado concuerda con los datos que se tienen en 

SolidWorks®, teniendo en cuenta el sistema de referencia base. 

 

Figura 13 Vista isométrica del robot en posición inicial 

 

 
 

Para la segunda validación de la cinemática directa, se asignan los siguientes ángulos  o

1 0q= , 

o

2 90q= , 
o

3 90q= Ǔ y o

4 0q= . Sustituyendo los valores en la matriz de transformación homogénea 

se tiene la siguiente matriz. 

 

0

4

0 1 0 0

0 0 1 25

1 0 0 37.65

0 0 0 1

A

è ø
é ù

-
é ù=
é ù-
é ù
ê ú

      (9) 

 

En la Figura 14 se observa los valores obtenidos a partir de la matriz de transformación 

homogénea, en el eje Y (con respecto al sistema de referencia) se tiene un desplazamiento a de 25 cm 

hacia el eje negativo y en el eje Z se tiene una distancia de 37.65 cm. 
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Figura 14 Vista isométrica del robot para la segunda validación 

 

 
 

 

3.3. Análisis cinemático inverso del robot 

 

Las primeras 3 coordenadas articulares se obtienen mediante el método geométrico, la Figura 15 muestra 

la configuración del robot. El dato de partida son las coordenadas (ὖ, ὖȟὖ) en las que se quiere 

posicionar el efector final (Barrientos, et al 2007, Craig, 2007, Fu, et al, 1987, Kelly y Santibañez, 2003, 

Reyes 2019, Reyes, 2020, Spong, 1989). Para este análisis se tiene que 
1 1q q= , 

22q q=  y  
33q q= . El 

valor de ή se obtiene inmediatamente mediante la Ecuación 10.  

 

1 arctan x

y

P
q

P

å õ-
= æ öæ ö

ç ÷

    (10) 

 

Para el caso de la articulación 2 y 3 se tienen dos posibles configuraciones denominadas codo 

arriba y codo abajo; como se muestra en la Figura 15 y 16 respectivamente.   

 

    Figura 15. Configuración codo arriba           Figura 16. Configuración codo abajo 

 

 
 

 

El robot únicamente presenta un desfasamiento en el eje Z el cual está dado por la longitud de ὒ 

establecido en la Tabla 2. El vector que va desde el giro de la segunda articulación hasta el punto central 

de la muñeca el cual se puede observar en la Figura 13 está dado por la Ecuación 11. 

 
2 2 2( )x y zr P P P d= + + -    (11) 



12 

 

Considerando ahora la articulación 2 y 3, que están situadas en el mismo plano y utilizando el 

teorema del coseno, se tiene la Ecuación 12. 

 

( )2 2 2

2 3 2 3 32 cosr l l l l q= + +     (12) 

 

Despejando el ( )3cos q  de la expresión anterior, se obtiene la Ecuación 13. 

 

( )
2 2 2

2 3
3

2 3

cos
2

r l l
q

l l

- -
=     (13) 

 

Por último, se despeja la articulación 3q  al aplicar arcoseno a ambos lados de la ecuación, 

obteniendo el valor de 3q  tal y como se observa en la Ecuación 14. 

 
2 2 2

2 3
3

2 3

arccos
2

r l l
q

l l

å õ- -
= æ ö

ç ÷

    (14) 

 

Para el cálculo de 2q  se obtiene que el §ngulo Ŭ está dada por la Ecuación 15 

 

3

2 3 3

3  ( )

 cos( )

l sen q
arctan

l l q
a

å õ
= æ ö

+ç ÷

    (15) 

 

y para el cálculo de ɓ se tiene la Ecuación 16 

 

2 2

Pmz d
arctan

Pmx Pmy
b

å õ-
æ ö=
æ ö+ç ÷

    (16) 

 

por lo tanto 

 

2q a b= -     (16) 

  

Con la finalidad de comprobar la cinemática inversa se realiza un modelo en Simulink® como se 

observa en la Figura 17, en el cual se gráfica un círculo. Los datos del círculo entran a la función de la 

cinemática inversa cuya salida entra a la función de la cinemática directa el cual retornará los datos de la 

posición cartesiana. 

 

Figura 17 Modelo en Simulink® para validar la cinemática inversa del robot 
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En la Figura 18 se puede observar el circulo resultante el cual tiene un diámetro de 10 cm y se 

encuentra formado entre el eje ñXò y ñYò; dejando fijo el eje ñZò. 

 

Figura 18 Círculo mediante la cinemática inversa y directa en Matlab® 

 

 
 

Por lo que se garantiza que la cinemática directa e inversa funciona correctamente, al realizar el 

circulo en el espacio de trabajo del robot manipulador. 

 

4. Construcción del robot omnidireccional 
 

En esta sección se muestra el diseño mecánico y las partes que conforman el robot móvil  omnidireccional; 

así como los movimientos de cada llanta para tener un desplazamiento del mismo. 

 

4.1. Robot omnidireccional 

 

Las medidas del diseño del robot son detalladas en el Capítulo 3, el robot tiene 4 llantas 

omnidireccionales de 14 cm de diámetro como se observa en la Figura 19, ubicadas en las esquinas del 

robot, asegurándose que los rodillos de las llantas en diagonal apunten a la misma dirección. Las paredes 

del chasis miden 12 cm de alto, con el objetivo de que la batería y la transmisión se instalen sin problemas 

de altura. La superficie del robot omnidireccional es la única que se acopla mediante tornillos, pues es 

removible por si algún actuador o sensor llega a dañarse.  

 

Figura 19 Vista general del chasis omnidireccional 
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4.1.1 Tableta de conexiones 

 

La tableta de conexiones es un conector macho DB37 es la responsable de la transmisión de datos a la 

tablilla de conexiones de los actuadores, sensores y electrónica de potencia, la ubicación de la tablilla se 

encuentra en la pared trasera del robot omnidireccional, como se observa en la Figura 20, así mismo, 

existe un interruptor ON/OFF para encender y apagar el robot omnidireccional. Además, tiene un 

interruptor de llave, que permite al usuario cambiar de arquitectura abierta (adquisición de datos por 

medio de la tablilla de conexiones) a arquitectura cerrada (uso del robot mediante aplicación móvil 

diseñada para dispositivos Android). 

 

Figura 20 Tablero de la parte trasera del robot omnidireccional 

 

 
 

 

4.2 Brazo robótico 

 

Los eslabones del brazo robótico se maquinan en una fresadora universal y se acoplaron a los motores. 

La primera articulación que representa la cintura del robot tiene un motor encargado de rotar el brazo 

robótico y es el único que se encuentra dentro del chasis y se acopla al brazo mediante una transmisión 

mecánica. La segunda articulación tiene 2 servomotores SCR PRO S8466 colocados en el hombro del 

robot, los servomotores sostienen a los eslabones. La tercera articulación que representa el codo del robot, 

se mueve mediante un servomotor igual al del hombro, a diferencia de la segunda articulación, solo un 

eslabón es accionado mediante un motor, el segundo tiene un movimiento pasivo gracias al acople de 

aluminio.  La cuarta articulación es la muñeca y se mueve mediante un servomotor MG995, que acopla 

al efector final, se encarga de rotar la pinza que actúa como efector final mide 105 mm de largo, 100 mm 

de alto y 30 mm de ancho. Es accionado por un servomotor y tiene una apertura máxima de 5 cm, ver 

Figura 21. 

 

Figura 21 Vista general del brazo robótico 
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Además, tiene dos ruedas locas, como se observa en la Figura 22, en la base del brazo robótico 

para disminuir el esfuerzo del motor de la primera articulación para girar el brazo. 

 

Figura 22 Ruedas locas 

 

 
 

4.3 Transmisión del robot 

 

Una vista general de la transmisión del brazo robótico montada en el chasis del robot es mostrada en la 

Figura 23. Los engranes son de aluminio y utilizan ejes de acero inoxidable de 6 mm de diámetro, están 

acoplados con opresores de 1/8ò de di§metro por 1/4" de largo. Los ejes son sostenidos mediante 

rodamientos de 6 mm de diámetro interno y 19 mm de diámetro externo, los cuales son acoplados a la 

base del robot mediante portabalero de aluminio y tornillos NF de 1/8ò de di§metro por 1ò de largo. El 

motor gira a 127 rpm en voltaje máximo, pero debido a que se alimenta con 9.7 V (debido a la caída de 

voltaje del puente H), la velocidad angular del motor es de aproximadamente 102 rpm, por lo tanto, la 

velocidad angular después de la transmisión es de aproximadamente 25 rpm (Shigley, 2001).  

 

Figura 23 Transmisión montada en el chasis 

 

 
 

4.4 Movimientos del robot omnidireccional 

 

El robot omnidireccional puede realizar un total de 10 movimientos: adelante, atrás, izquierda, derecha, 

diagonal superior izquierda, diagonal superior derecha, diagonal inferior izquierda, diagonal inferior 

derecha, giro horario y giro antihorario. Para realizar cada uno de dichos movimientos se debe tener una 

configuración específica del movimiento de las llantas omnidireccionales, la cual se puede observar en 

la Figura 24 (Adamov, 2018, Campos, 2018, Changlong et al, 2019, Wang et al, 2018, Zhang et al, 

2013).  

https://ieeexplore.ieee.org/author/37548015000
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Figura 24 Movimientos de llantas omnidireccionales 

 

 
 

Fuente de Consulta: (Campos, 2018) 

 

Las llantas omnidireccionales vienen en pares iguales (y no 4 idénticas). Para cumplir con los 

movimientos dados en la Figura 25 las llantas con los rodillos a 45° del eje Y en sentido horario deberán 

colocarse en el motor superior izquierdo y el motor inferior derecho. Las dos llantas restantes (con los 

rodillos a 45° del eje Y en sentido antihorario) deben colocarse en el motor superior derecho y el motor 

inferior izquierdo.  

 

Figura 25 Movimiento hacia atrás del robot 

 

 
 

Para mover el robot en movimientos hacia adelante y hacia atrás, las 4 llantas omnidireccionales 

deben girar en el mismo sentido. En la Figura 24 se observa un ejemplo del robot moviéndose hacia atrás 

y la dirección que deben tener las llantas. Para mover el robot lateralmente, los pares de llantas 

omnidireccionales en diagonal deben moverse en la dirección opuesta. Por ejemplo, si desea mover el 

robot hacia la derecha (como en la Figura 26) las llantas superior izquierda e inferior derecha deberán 

girar hacia atrás, mientras las llantas superior derecha e inferior izquierda deberán girar hacia delante.  

 

 

 

 

 

 



17 

 

Figura 26 Movimiento hacia la derecha del robot 

 

 
 

En la Figura 27 se muestra el movimiento del robot omnidireccional en forma diagonalmente, 

solo un par de llantas en diagonal son activadas (girando al mismo sentido).  Es decir, si se desea mover 

el robot en diagonal inferior derecha como se observa en la Figura 28, las llantas superior derecha e 

inferior izquierda deben girar hacia atrás. 

 

Figura 27. Movimiento en diagonal inferior derecha del robot 

 

 
 

Para que el robot omnidireccional gire sobre su eje, las llantas de la derecha deberán girar al 

mismo sentido y las llantas de la izquierda al sentido contrario. Es decir, si desea que el robot gire en 

sentido antihorario como se observa en la Figura 28, las llantas de la izquierda deberán girar hacia atrás 

y las llantas de la derecha hacia delante. 

 

Figura 28 Rotación antihoraria del robot 
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5. Resultados experimentales 

 

Los resultados experimentales son importantes para determinar que el diseño mecánico, eléctrico y el 

control funcionan correctamente, para ello se desarrolla una aplicación en App Inventor para dispositivos 

Android para controlar el robot omnidireccional, tanto la plataforma móvil como el brazo manipulador 

(Popov et al, 2019). Con la aplicación se envían datos por bluetooth (a través de un módulo de bluetooth 

HC-04 incorporado al robot) a un Arduino MEGA 2560, que controla el sentido de giro de los motores. 

El menú principal de la aplicación se observa en la Figura 29, el menú consta de 3 botones: 

 

Carro: Entrar a la ventana para el control de la plataforma móvil omnidireccional. 

Brazo: Entrar a la ventana para el control del brazo robótico de 4 grados de libertad. 

Conectar/Desconectar: Activar o desactivar la conexión bluetooth con el celular. 

 

Figura 29 Menú de la aplicación 

 

 
 

 

Al dar clic en el bot·n de ñCarroò, se abre una pantalla como se observa en la Figura 30 con 

botones en forma de flechas, con las cuales el usuario puede manipular los 10 movimientos que puede 

realizar el chasis omnidireccional, y si ningún botón se encuentra presionado, el robot automáticamente 

se detiene. El usuario puede además controlar la velocidad de la plataforma móvil mediante una barra de 

control ubicada en la parte superior de la ventana. Por otra parte, si el usuario desea salirse del control 

del chasis, deber§ pulsar el bot·n de ñregresarò, ubicado en la parte inferior de la ventana. 

 

Al presionar del botón del ñBrazoò, se abre un submenú donde muestra que el brazo puede 

moverse en coordenadas cartesianas o angulares como se puede observar en la Figura 31. La posición 

cartesiana: el usuario puede controlar el robot en coordenadas cartesianas x,y,z, aquí se aplica la 

cinemática inversa del robot y la posición angular: el usuario puede controlar cada una de las 

articulaciones del robot, aquí se emplea  cinemática directa del robot.  

 

Además, se puede controlar además la apertura y el cierre de la pinza, de 0% al 100%. Los valores 

de la posición se pueden escribir y a través de botones con flechas aumentar o disminuir las posiciones 

sin la necesidad de escribirlos. Un solo pulso a las flechas da un avance de 1 unidad (milímetros para la 

cartesiana, y grados para la angular), mientras que, si se mantiene pulsado el botón de las flechas, da un 

avance de 10 unidades. 

 

 

 

 

 

https://ieeexplore.ieee.org/author/37085896674
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Figura 30 Menú para el control de la plataforma móvil 

 

 
 

Figura 31 Menú para el control del brazo robótico 

 

 
 

Una vez seleccionada la articulación que se desea manipular, muestra un submenú como se 

observa en la Figura 33, en esta ventana aparece la gráfica del robot manipulador que describe el valor 

real en color verde y mientras el deseado en color amarillo. Para el control de seguimiento de la 

trayectoria se aplica un algoritmo de control lineal PID con los siguientes parámetros: ὑ τȢυ, ὑ

πȢυ y ὑ πȢπς; y como se observa en la gráfica de la Figura 32 comparando la señal deseada contra la 

real de la primera articulación tiene un buen seguimiento lo que garantiza que las ganancias del algoritmo 

de control son correctas (Kuo, 1996, Ogata, 2010), esto mismo se realiza para las demás articulaciones 

teniendo resultados similares. Uno de los inconvenientes, al estar en tiempo real la función de graficar 

consume muchos recursos del teléfono, se puede deshabilitar al desmarcar la casilla a lado de la palabra 

ñGraficarò. Por último, si el usuario desea salirse del control del brazo, deberá pulsar el botón de 

ñregresarò, ubicado en la parte inferior de la ventana.  
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Figura 32 Menú graficar articulaciones del brazo robótico 
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7. Conclusiones  

 

El robot móvil omnidireccional es diseñado para utilizarse como una plataforma de arquitectura abierta 

en el que los usuarios puedan aplicar los diferentes algoritmos de control como clásico, difuso, 

inteligente, adaptable, robusto, entre otros. Además, puede servir para la enseñanza de la mecatrónica, 

mecánica, dinámica, instrumentación, visión, automatización, robótica, instrumentación, entre muchos 

más. El robot móvil omnidireccional es diseñado y construido en las instalaciones de la Facultad de 

Ingeniería Electromecánica de la Universidad de Colima y lo más importante es de bajo costo, que si 

bien el precio final de los materiales y mano de obra es de aproximadamente 25,000 pesos mexicanos, 

es considerablemente menor a otros robots omnidireccionales en el mercado, como el youBot® de 

KUKA® con un precio en el mercado de 25,000 euros. 

 

Por otra parte, se concluye que el análisis, diseño, manufactura y control de un robot 

omnidireccional con brazo robótico articulado de 4 grados de libertad, es validado mediante un algoritmo 

de control lineal con buenos resultados. Además, el robot una tablilla de conexiones para que los usuarios 

envíen y reciban señales de manera sencilla.  

 

Son pocas las Universidades del País que tiene robots móviles omnidireccionales con un brazo 

robot, y que les permita aplicar diferentes algoritmos de control, por esta razón es importante este 

prototipo.   

 

Como trabajo futuro es continuar con la mejora del prototipo robot móvil omnidireccional, es 

decir colocar una cámara de alta definición en el efector final del brazo robótico para que seleccione 

piezas de diferentes colores y formas para clasificar objetos; que son pocos los robots que tienen esta 

aplicación y se más atractivo este prototipo. En este mismo sentido, se espera controlar el robot móvil 

mediante visión para eso es necesario un juego de tres cámaras externas que garanticen las posiciones 

espaciales del robot móvil omnidireccional ya sea en el centro del robot móvil o en el efector final. 
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Resumen 

 

En este trabajo de investigación se describe el modelo cinemático de un dispositivo manipulador de tres 

grados de libertad, para el análisis cinemático directo se emplea el algoritmo Denavit-Hartenberg y para 

el análisis de cinemática inversa se emplea el método geométrico. Para el análisis de fuerza se analiza la 

estabilidad de los robots empleando la Función candidata de Lyapunov.  

 

Cinemática, Dispositivo háptico, Fuerza, Trayectoria, Ortogonal 

 

Abstract  

 

This research paper describes the kinematic model of a manipulative device of three degrees of freedom, 

for the direct kinematic analysis the Denavit-Hartenberg algorithm is used and for the inverse kinematic 

analysis the geometric method is used. For the force analysis, the stability of the robots is analyzed using 

the Lyapunov Candidate Function. 

 

Kinematics, Haptic device, Strength, Trajectory, Orthogonal  

 

1. Introducción 

 

Los robots manipuladores se han vuelto más comunes dentro de las distintas industrias debido a su 

flexibilidad y versatilidad. El eficaz cumplimiento de tareas repetitivas por parte de las máquinas y la 

automatización de los trabajos agotadores ayuda a alejar a las personas de los daños y los roles que 

implican juicio y razonamiento, que ningún robot o programa puede replicar.  

 

Sin embargo, el principal desafío para este tipo de tecnología está en las operaciones de 

mecanizado, en su falta de absoluta precisión. El problema de precisión de posicionamiento durante el 

mecanizado se debe a la falta de rigidez del robot, el cual es el criterio estudiado y optimizado en el 

presente trabajo, también se tiene el problema de la planificación de trayectoria y el control de la fuerza. 

Además, otro reto extra del mecanizado robótico es el proceso de programación complejo y que requiere 

mucho tiempo.  

 

El termino ROBOT aparece en la literatura ingles en 1921, (Karel Capek ñRossum Universal 

Robotsò) a partir de la palabra checa Robbota, que significa servidumbre o trabajo forzado. Si bien, 

actualmente podemos encontrar variedad de definiciones en cuanto a la palabra ñRobotò, las cuales se 

presentarán en el apartado del marco teórico para un adentramiento más específico y mencionando solo 

las definiciones más aceptadas en el campo de la investigación.  

 

2. Cinemática y dinámica del manipulador.  

 

El sistema de coordenadas (sciO  ) mostrada en la Figura 1 es asignado al robot  manipulador. (Chavez, 

Gudiño, Alcala, & Charre-Ibarra, 2018) 
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Figura 1 Asignación de sistemas de coordenadas 
 

 
 

      El dispositivo háptico tiene una particularidad en su eslabón 2, debido a que cuando esta gira, el 

sistema de coordenadas (Osc2) se mantiene en la misma orientación, lo cual únicamente sufre traslación.  

 

Por lo que las matrices de transformación 
1i

iA-
  para las articulaciones 1 y 3 se obtienen a partir 

de la ecuación (1), mientras que para la articulación 2 sólo se aplica una matriz de traslación. Para fines 

de simplificar las ecuaciones se tiene que ( )cos i iCq q=  y ( )sin i iSq q= , así como utilizando la propiedad 

trigonométrica  ( ) ( )3 3   90    cos sinq q- Á =   y ( ) ( )3 3   90    sin cosq q- Á = - . 

 

  

1 1

1 10

1

1

3 3 3 3

3 3 3 32

3

0 0

0 0

0 1 0

0 0 0 1

0

0

0 1 1 0

0 0 0 1

C S

S C
A

l

S C l S

C S l C
A

q q

q q

q q q

q q q

® ½
° ¼
° ¼-
° ¼=
° ¼
° ¼
° ¼± ¾

® ½
° ¼
° ¼- -
° ¼=
° ¼
° ¼
° ¼± ¾

                                                                                                              (1) 

 

El cálculo de matriz de traslación de la articulación 2 sobre el eje x   está dado por la ecuación 

(2) 

 

2 2

2 21

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

l C

l S
A

q

q

® ½
° ¼
° ¼
° ¼=
° ¼
° ¼
° ¼± ¾

                                                                                                                          (2) 

 

La matriz de transformación homogénea que relaciona el extremo final con el sistema de 

coordenadas de referencia resulta de la multiplicación de las matrices de las ecuaciones (1) y (2), 
0 1 2

1 2 3T A A A=  donde 1 2 3l l l l= = = . 

 

1 1 3 3 3 3 2 2

1 1 3 3 3 3 2 2

1
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q q q q q q
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( )
( )
( )
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q q q q q q q q q
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                                                                             (4) 

 

De la ecuación (4) en la ultima columna podemos determinar la posición del efector final del 

manipulador quedando de la siguiente ecuación  

 

( )
( )
( )

1 3 1 2

1 3 1 2

3 2 1

x l C S C C

y l S S S C

z l C S

q q q q

q q q q

q q

= +

= +

= - + +

                                                                                                                           (5) 

 

La validación experimental de la ecuación (5) que representa la posición cartesiana del efector 

final proyectada en el sistema  de coordenadas 0scO  se muestra en la Figura (2). Los ángulos de las 

articulaciones están dados por 1 2 319.99 60.09 59.53q q q= Á = Á = Á  

 

Figura 2 Validación de la cinemática direca del OMNI PHANToM 
 

 
 

3. Cinemática inversa de posición  

 

Uno de los métodos más utilizados para resolver el problema de cinemática inversa en los manipuladores 

es el método gráfico. Su característica principal se basa en encontrar un número suficiente de relaciones 

geométricas (principalmente triángulos) en las que las coordenadas cartesianas del extremo del 

manipulador ( )0 0 0, ,sc sc scP x y z  sus coordenadas articulares y las dimensiones de sus eslabones se 

relacionen entre si (Barrientos, Peñín, Balaguer, & Aracil, 1999)  

 

La Figura 3 se puede observar una vista superior del manipulador proyectando ( )0 0 0, ,sc sc scP x y z  

sobre el plano ( )0 0,sc scx y  el cual forma un triángulo rectángulo para encontrar el valor de 1q . 
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Figura 3 vista superior del manipulador 
 

 
 

Resolviendo por propiedades trigonométricas  para encontrar el valor de 1q  

 

1 0
1

0

sc

sc

y
tg

x
q -

Þ º
 õ=  õ
¯ ß

                                                                                                                                       (6) 

 

Con apoyo de la vista lateral del dispositivo como se muestra en la figura (4), donde sólo se 

consideran los eslabones 2 y 3 que se encuentran en el plano ( )0 0,sc scx z . Debido a la configuración 

mecánica del dispositivo háptico se analiza en la configuración de codo arriba misma que se observa en 

la figura. El valor de 2q  est§ dado por el valor de los §ngulos auxiliares como es el caso de Ŭ y ɓ. 

 

Para el calculo del ángulo a  se considera el triángulo rectángulo formado por los vectores 

( )0 1, , scr R Z l-  donde r  es el vector formado por ( )0 0 0, ,sc sc scP x y z  proyectado sobre el plano ( )0 0,sc scx y  

 

( ) ( )
2 2

0 0sc scr x y= +                                                                                                                               (7) 

 

El vector R   de la ecuación (7) es la resultante del punto ( )0 0 0, ,sc sc scP x y z  con el origen 0scz l-   

 

( ) ( )
2 2

0scR r z l= + -                                                                                                                              (8) 

 

Una vez calculados los valores de los vectores formados en el triángulo rectángulo se calcula el 

valor del ángulo a   

 

( )1 0scz l
tg

r
a - -

=                                                                                                                                      (9) 
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Figura 4 Vista lateral del manipulador 

 

 
 

Para el cálculo del ángulo b  se considera el triángulo formado por los vectores de ( )2 3, ,l l R  y 

por la ley de los cosenos se tiene la siguiente ecuación:  

 

1cos
2

R

l
b -

Þ º
=  õ õ

¯ ß
                                                                                                                                       (10) 

 

Por lo tanto el ángulo 2q  es la sumatoria de a  y b   de las ecuaciones (9) y (10) 

 

2q a b= +                                                                                                                                               (11) 

 

Para encontrar el ángulo 3q  se considera el mismo triángulo anterior y considerando un ángulo 

de 90° entre el eje 2scy  negativo y el eje 2scx   positivo se puede deducir la siguiente ecuación. 

 

3 2 90q g q= + -                                                                                                                                       (12) 

 

donde   

 
2 2

1

2

2
cos

2

l R

l
g -

Þ º-
 õ=  õ
¯ ß

                                                                                                                              (13) 

 

Para validar el modelo cinemático inverso de posición se ingresa los valores de  

0 0 0  133.9 ,  y   86.29  y z   92.53 sc sc scx mm mm mm= = - =  del efector final respecto al sistema de 

coordenadas de origen, con ayuda del modelo hecho en SolidWorks se verifican los valores que deben 

tomar los §ngulos ɗ1, ɗ2 y ɗ3, tal como se muestra en la Figura  
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Figura 5 Validación de la cinemática inversa 
 

 
 

4. Modelo cinemático de velocidad  

 

Cuando se habla de control de un manipulador se debe conocer además de la relación de posición del 

extremo final del robot respecto al sistema de referencia en la base de este, la relación que existe en la 

velocidad que el robot debe enviar a cada actuador, para conseguir llegar de un punto a otro a una 

velocidad deseada. A la relación que existe entre las velocidades articulares y velocidades cartesianas del 

manipulador, se le conoce como matriz jacobiana. De aquí surgen dos problemas; problema cinemático 

directo e inverso de velocidad. (Mark & Vidyasagar, 1989) 

 

Análisis de velocidad angular 

 

El método directo para calcular la matriz Jacobiana   ( J ) (ecuación 14)es obtener las derivadas parciales 

correspondientes a la cinemática directa (ecuación 4)  
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Cinemática directa de velocidad 

 

El problema cinemático directo de velocidad se resuelve usando la siguiente ecuación  

 

x Jq=                                                                                                                                                    (16) 

 

donde  x  representa la velocidad lineal de las articúlales del manipulador, J  es la matriz 

jacobiana y q  la velocidad angular.  

 

Sustituyendo los parámetros de la ecuación (16) se obtiene la ecuación (17) que representa el 

modelo cinemático directo de velocidad  
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                                                                          (17) 

 

Cinemática inversa de velocidad  

 

Por otra parte la cinemática inversa de velocidad se obtiene al despejar el valor de q  la ecuación (16)  

 
1J xq -=                                                                                                                                                  (18) 

 

De este modo se verifica que la matriz J tenga inversa, por lo que se debe cumplir la igualdad:  

( )det 0J ĭ , si esta se cumple se obtiene la matriz Jacobiana inversa como se  muestra en la ecuación 

(19) 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

3 2 3 2

1 1 3 1 3 3

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3

2 1 2 1 2

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3

0
S C

l S C l S C

C S S S C
J

l C C S S l C C S S l C C S S

C C C S S

l C C S S l C C S S l C C S S

q q

q q q q

q q q q q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q

q q q q q q q q q q q q

-

® ½
° ¼- -
° ¼+ +
° ¼
° ¼
° ¼= - -
° ¼+ + +
° ¼
° ¼
° ¼
° ¼+ + +± ¾

                                     (19) 

 

Sustituyendo la ecuación (19) en la ecuación (18), se tiene la ecuación (20) que representa el 

modelo cinemático inverso de velocidad.   

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

3 2 3 2

1 1

1 3 1 3 3
2 2

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3

3 3

2 1 2 1 2

3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3

0
S C

l S C l S C
x

C S S S C
x

l C C S S l C C S S l C C S S
x

C C C S S

l C C S S l C C S S l C C S S

q q

q q q q
q

q q q q q
q

q q q q q q q q q q q q
q

q q q q q

q q q q q q q q q q q q

® ½
° ¼- -
° ¼+ +

® ½° ¼®
° ¼° ¼°
° ¼° ¼°= - -
° ¼° ¼+ + +
° ¼° ¼±± ¾° ¼

° ¼
° ¼+ + +± ¾

½
¼
¼

° ¼
° ¼¾

                            (20) 

 

Modelo cinemático de aceleración  

 

La cinemática directa de aceleración representa un importante aspecto en el control de fuerza del 

manipulador a lo largo de una trayectoria, y permite determinar el estado de aceleración de la herramienta 

(compuesto por tres aceleraciones lineales y tres aceleraciones angulares).  
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La cinemática directa de aceleración buscar conocer el efecto que tiene, en el movimiento de la 

herramienta, la aceleración de cada una de las articulaciones para cada punto de una trayectoria. El 

problema se puede plantear como: conocidos los ángulos de las articulaciones, la posición y velocidad 

del efector final, las velocidades de las articulaciones, estado de velocidad del efector final, conocer el 

comportamiento de la aceleración del efector final.  

 

La cinemtica directa de aceleración se obtiene al derivar la ecuación (18)  

 

x J Jq q= +                                                                                                                                            (21) 

 

donde  J  se obtiene de las derivadas parciales de la matriz Jacobiana (ecuación 15)  

 

 

                                                                                         (22) 
 

Cinemática inversa de aceleración  

 

En la cinemática inversa de aceleración se desea conocer las aceleraciones de las articulaciones actuadas 

en función del estado de aceleración del efector final. El problema puede plantearse como: conocidos los 

ángulos de posición del manipulador, la posición y orientación del efector final, las velocidades de 

articulaciones, la velocidad del efector fina y las aceleraciones angulares del efector final, la aceleración 

lineal del efector final y las aceleraciones angulares. Para poder encontrar la cinemática inversa de 

aceleración se aplica el método de la transpuesta del Jacobiano.  

 
1J x Jq q- ® ½= -± ¾                                                                                                                                   (23) 

 

5. Modelo dinámico  

 

En el control de manipuladores es necesario conocer las ecuaciones que describen su comportamiento 

dinámico, dichas formulaciones matemáticas relacionan el movimiento del robot y las fuerzas implicadas 

en el mismo. El estudio dinámico depende en gran parte de los parámetros del robot (masa y geometría 

de sus eslabones, inercias, etc.)así como las fuerzas aplicadas en cada una de sus articulaciones este se 

puede obtener a partir de leyes físicas (newtoniana y lagrangiana). El presente trabajo se desarrolló por 

el método de Euler-Lagrange, el cual se realiza paso por paso en los párrafos siguientes. Las masas de 

los eslabones se obtuvieron apartir del modelo del manipulador diseñado en SolidWorks, las geometrías 

de los eslabones se tomaron como figuras regulares.  

 

Formulación de Euler-Lagrange   

 

Este método parte de la información cinemática del elemento como se analizó en el apartado 1, y se 

emplea la técnica dinámica lagrangiana para obtener las ecuaciones dinámicas del robot. El algoritmo de 

Euler-Lagrange (E-L) para obtener la dinámica de un manipulador con n grados de libertad (gdl) se basa 

en los siguientes puntos: 

 

1. La matriz de transformación de coordenadas homogéneas 
14 4,i iA-Ë  que describe la relación 

espacial entre los sistemas de coordenadas del elemento i -  esimo y el emento ( )1i - esimo. 

Relaciona un punto fijado en el elemento i  expresado en coordenadas homogéneas con respecto 

al sistema de coordenadas i - esimo en el sistema de coordendas ( )1i - esimo.  

 

2. La ecuación de Euler-Lagrange 
  

i

ii

d L L

dt
t

qq

Þ ºÞ ºÆ Æ
 õ õ- = õ õÆÆ ¯ ß¯ ß

                                                                                                                          (24) 
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donde   

 

( ) ( ),   Función lagrangiana

 Energía cinética total del brazo

 Energía potencial del brazo

 Coordenada generalizada del brazoi

L K P

K

P

q q q

q

= -

=

=

=

  

 

La energía cinética ( ),K q q   de un robot manipulador de n-gdl se expresa en función de la 

velocidad articular. 

 

( ) ( )
1

,
2

TK Hq q q q q=                                                                                                                           (25) 

 

Donde ( )H q  es una matriz simétrica definida positiva de n nË  a la que se le conoce como matriz 

de inercia. Por otro lado, la energía potencial ( )P q  tiene una dependencia del vector velocidad q  debido 

a que considera campos conservatorios como la fuerza gravitacional.  

 

La ecuación (24) puede representarse como  

 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2

T Td
H H P

dt
q q q q q q q t

q qq

® ½® ½ ® ½Æ Æ Æ
° ¼- + =° ¼ ° ¼

° ¼ ° ¼° ¼Æ ÆÆ ± ¾ ± ¾± ¾
                                                               (26) 

 

donde 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

T H H

d
H H H

dt

q q q q q
q

q q q q q q

® ½Æ
=° ¼

° ¼Æ ± ¾

® ½= +± ¾

   

 

Apartir de la ecuacion (26) y las expresiones anteriores la ecuacion que describe la dinámica de 

los manipuladores:  

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ),

1

2

T

g
C

H H H P

q
q q q

q q q q q q q q t
q q

® ½Æ Æ
+ - + =° ¼

° ¼Æ Æ± ¾
                                                                        (27) 

 

generalizando la ecuación anterior en forma matricial se puede representar como  

 

( ) ( ) ( ),H C gt q q q q q q= + +                                                                                                              (28) 

 

6. Modelo dinámico del OMNI PHANToM  

 

El modelo dinámico de la ecuación (28) que describe el comportamiento del manipulador OMNI 

PHANToM® se obtiene mediante el método de Euler - Lagrange. Para calcular la matriz de inercias del 

manipulador es importante determinar las velocidades articulares. 

 

Matriz de tensor inercial  

 

La matriz de tensor inercial se obtiene mediante la ecuacion (29), depende de la geometría y masa de la 

articulación i , misma que debe ser expresada en el sistema de coordenadas del elemento i - esimo  
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2

xx yy z

xy xz i i

xx yy z

xy yz i i
i

xx yy z

xz yz i i
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I I I
I I m x

I I I
I I m y

J

I I I
I I m z

m x m y m z m

® ½- + +
° ¼
° ¼
° ¼

- +° ¼
° ¼=° ¼
° ¼+ -
° ¼
° ¼
° ¼
° ¼± ¾

 }                                                                     (29) 

 

Articulación 1 

 

En la Figura 6 se muestra el primer eslabón que forma la cadena cinemática del robot manipulador, para 

este trabajo y con la finalidad de simplificar los cálculos, la geometría de cada uno de los eslabones se 

aproxima a una figura regular, para esta primera articulación se modela como una esfera sólida.  

 

Figura 6 Sistemas de coordenadas de eslabón 1 

 

 

Cuando el eje de coordenadas de referencia está en el centro de masas _1cmO
 de la esfera sólida, 

la ecuación (30) representa su momento de inercia, en la Figura (6) se muestra este sistemas de 

coordenadas.  

 

2

1

2

5

0

x y z

xy xz yz

I I I m l

I I I

= = =

= =

                                                                                                                               (30) 

Sin embargo, los momentos de inercia deben expresarse en el sistema de coordenadas _1scO
 donde 

se aplica el movimiento. Es fácil nortar que, para este primer eslabon se aplica en el sistemas de 

coordenadas _ 0scO
 .  El vector 

1

1r   que representa el sistema de coordendas centro de masas está dado 

por la ecuacion:  

 

1

1

0

0

1

r
l

® ½
° ¼
° ¼
° ¼=
° ¼-
° ¼
° ¼± ¾

                                                                         }                                                                        (31) 

 

Ahora bien, por el teorema de los ejes paralelos se tienene los momentos de inercia del eslabón 1 
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5
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xx yy

zz

xy xz yz
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=

= = =

                                                                                                                                    (32) 

 

Por lo tanto la matriz de tensor de inercia correspondiente al primer eslabón es:  

 

2

1

2

1

2

1 1

1 1

1
0 0 0

5

1
0 0 0

5

6
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                                                                                                    (33) 

 

Articulación 2 

 

La Figura 7 muestra la geometría del segundo eslabón, mismo que se analiza como un prisma rectangular. 

  

Figura 7 Sistema de centro de masas del estalbón 2. 

 

 
 

La ecuacion 34 muestra el momento de inercia de un prima rectangular cuando el eje de referencia 

se encuentra en el centro de masa _2cmO  . 

 

( )

( )

( )

2 2

2

2 2

2

2 2

2

1

12

1

12

1
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0

x

y

z
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I m c l

I m l b

I I I

= +

= +

= +

= = =

                                                                        }                                                         (34) 
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7. Dispositivo háptico y sensor de fuerza 

 

El dispositivo háptico Geomagic TouchTM (OMNI PHANTOM) proporciona una autentica navegación 

tridimensional y retroalimentación de fuerza e integran el sentido del tacto en los sistemas de modelado 

3D, así como en aplicaciones comerciales y de investigación. Este dispositivo háptico de 3D Systems 

puede medir de forma precisa la posición espacial 3D (a lo largo de los ejes (X,Y,Z)) y la orientación 

(giro,inclinación y dirección) del lápiz de mano. Utiliza motores para crear las fuerzas de retorno en la 

mano del usuario para simular el tacto y la interacción con objetos virtuales, es decir, proporcionar una 

retroalimentación de fuerza de 4 grados de libertad (DOF). 

 

Figura 8 Dispositivo háptico 

 

 
 

En la tabla 1 se muestran las especificación del dispositivo háptico OMNI PHANToM  

 

Tabla 1 Parametros del manipulador OMNI PHANToM 
 

Área de trabajo  160 An x 120 Al x 70 P mm 

Rango de movimiento  Movimiento de la mano con giro de la muñeca 

Resolución nominal 0.055mm 

Fuerza máxima  3.3 N 

Retroalimentación de fuerza X,y,z 

Interfaz  Puerto Ethernet conforme a RJ45 

 

8. Sensor Fuerza/Torsion Gamma  

 

Los sensores de fuerza y par utilizan sensores piezorresistivos que presentan una resistencia variable a la 

deformación sufrida 

 

Figura 9 Sensor de fuerza 
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La medición de fuerza y torsión es utilizada para el estudio de materiales, medidas de peso, 

fijación de tornillos, diagnósticos médicos, pruebas automotrices, entre otros. Los sensores basados en 

galgas extensiometricas permiten medir estas variables físicas, transformando las variables físicas en 

señales eléctricas.  

 

Una galga extensiométrica es un dispositivo que se basa en el efecto piezorresistivo, el cual es 

una propiedad de algunos materiales, que cambian la resistencia eléctrica cuando se someten a ciertos 

esfuerzos o se deforman en dirección de los ejes mecánicos. Las galgas se basan en la propiedad física 

de conductancia eléctrica y depende de la geometría del conductor. Cuando un conductor eléctrico se 

estira, cuando un conductor es comprimido, este se vuelve más ancho y corto, disminuyendo así su 

resistencia eléctrica.  

 

Midiendo la resistencia eléctrica de la galga, se puede entonces calcular el valor de la tensión 

aplicada.  El cambio de resistencia es medido a través de un puente de Wheatstone balanceando los brazos 

de un circuito puente. El puente consiste en cuatro resistencias que forman un circuito cerrado, siendo 

una de ellas la resistencia bajo medida (Rx). 

 

9. Sensor de F/T Modelo GAMMA y componentes 

 

El sistema del sensor de fuerza/torque ATI de multi ejes (Ver figura )mide los seis componentes de fuerza 

y torque. El sistema consiste en transductor, cable flexible recubierto y sistema de adquisición de dato, 

interfaz Ethernet/DeviceNet. Este tipo de sensores se utiliza en la industria para la prueba de productos, 

montaje robótico, trituración y pulido. En el campo de la investigación se utiliza en procesos quirúrgicos 

robóticos, tecnología háptica, rehabilitación, neurología entre otras aplicaciones. (Automation, 2018)  

 

Figura 10 Sensor de fuerza F/T Modelo GAMMA 
 

 
 

El sistema completo asociado al sensor está formado por los siguientes componentes:  

 

- Transductor 

- Cable del transductor 

- Controlador 

 

Especificaciones técnicas de sensor ATI GAMMA  

 

En la Tabla se muestran las especificaciones técnicas del sensor. 
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Tabla 2 Especificaciones técnicas del sensor ATI GAMMA 
 

Sobrecarga de eje único 

xyF  1200NÑ  

zF  4100NÑ  

xyT  79NÑ  

zT  82NÑ  

Rigidez calculada 

Fuerza de eje x; Fuerza eje y (Kx,Ky) 69.1 10 /N mË  

Fuerza del eje z (Kz) 71.8 10 /N mË  

Torque del eje x; fuerza del eje y (Ktx,Kty) 41.1 10 /N radË  

Torque del eje z (Ktz) 41.6 10 /N radË  

Frecuencia resonante 

, ,x y zF F T  1400Hz  

, ,z x yF T T  2000Hz 

Especificaciones físicas 

Peso 0.25Kg  

Diámetro 75.4mm 

Altura 33.3mm 

 

10. Adquisición de Datos 

 

En la figura se muestra el digama de conexión del sensor con la computadora y los componentes 

necesarios. 

 

Figura 11 Diagrama de conexión 

 

 
 

11. Técnicas de control 

 

Los robots en algunas ocasiones se clasifican tomando en cuenta los movimientos que efectúan de su 

espacio de trabajo, al realizar una tera. Una de estas clasificaciones se presenta cuando el robot realiza 

una tarea sin llevar a cabo una interacción especializada con su medio, es decir, el robot manipulador 

únicamente cambia de una a otra coordenada especial en su espacio de trabajo, tal clasificación en teoría 

de control es conocida como regulación, debido a que su finalidad es la de llevar las ecuaciones de error 

del sistema a  cero. Matemáticamente 0x = , donde x es el error, dx x x= - , x  son los estados del sistema 

y dx es una posición deseada del sistema. La regulación sucesiva de coordenadas espaciales constituye 

una tarea de movimiento coordinado, usualmente empleada en procesos de manufactura flexible (Ordaz 

Oliver, J. Patricio y Alejandro, 2009). Otra clasificación otorgada a robots es el seguimiento de 

trayectorias, generalmente basada en ecuaciones paramétricas, lo cual implica una interacción mas 

especializada con su medio. Para esta clasificación, al igual que en regulación se pretende llevar las 

ecuaciones de error a cero, es decir. (Reyes Cortez, 2011) 
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( ) ( ) ( )lim lim 0d
t t

q t q t q t
ÈÔ ÈÔ

= - È                                                                                                            (35) 

 

Otra de las clasificaciones del control es la de seguimiento en la que el manipulador interactúa 

con su medio, es decir, cuando el manipulador aplica fuerza sobre una superficie para ejecutar tareas 

como barrenado, soldadura, pintura, etc. Distintas técnicas de control de posición y fuerza corresponden 

a un control hibrido en que la fuerza y posición pueden construir una tarea de regulación o seguimiento.  

 

12. Control de seguimiento 

 

El algoritmo de control de posición en movimiento libre (sin restricciones). La finalidad es mover el 

manipulador de la posición inicial hasta tocar la superficie donde existan restricciones, posteriormente 

regresar a la posicion inicial una vez terminada la tarea en el entorno.  

 

Considerando un manipulador en movimiento libre, el cual su dinámica viene dada por la 

siguiente expresión  

 

( ) ( ) ( ),H q q C q q q g q t+ + =                                                                                                               (36) 

 

Para asegurar el control se tiene que definir los errores  

  

dq q q= -                                                                                                                                                (37) 

 

Otro error es el error residual deslizante el cual asegura la convergencia y la acotación de q  y q  

dado por 

 

rs q q= -                                                                                                                                                 (38) 

 

rq q q= - L                                                                                                                                              (39) 

 

La velocidad de referencia rq  dada por la velocidad deseada en consecuencia al error de posicion, 

garantiza la convergencia del error a cero.  

 

 El controlador propuesto para el control de posición sin restricciones está dado por  

 

( ) ( ) ( ),r r r R rH q q C q q q g q K qt = + + +                                                                                                  

(40) 

 

Donde 
nxn

RK RĊ  es una matriz diagonal positiva. 

 

Substituyendo la en la ecuación, se puede calcular la dinámica del manipulador en lazo cerrado 

como:  

 

( )( ) ( ) ( ), ,r r r R rH q q q C q q q C q q q K q- + - =                                                                                      (41) 

 

Sustituyendo el error de la velocidad de referencia, la dinámica en lazo cerrado del manipulador 

queda como:  

 

( ) ( ) ( ), ,r r R rH q s C q q q C q q q K q= - +                                                                                                 (42) 

 

donde el término  ( ) ( ), , r rC q q q C q q q- se ha manipulado  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , ,

, ,

, ,

r r r r r r

r r r

r

C q q q C q q q C q q q C q q q C q q q C q q q

C q q q q C q q q q

C q q s C q q s

- = - + -

= - - - -

= - -

                                (43) 

Por lo que la dinámica del manipulador en lazo cerrado queda como  

 

( ) ( ) ( ), r R rH q s C q q s C q q s K q=- - - +                                                                                               (44) 

 

Para demostrar la estabilidad del modelo se emplea la estabilidad en sentido de Lyapunov, donde 

se propone una función candidata de Lyaunov  

 

( )
1

2

TV s H q s=                                                                                                                                      (45) 

 

que se interpreta como el total de la energía asociada con el sistema de lazo cerrado.  

 

Derivando la función candidata de Lyapunov se tiene que  

 

( ) ( )
1

2

T TV s H q s s H q s= +                                                                                                                     

(46) 

 

Substituyendo las ecuaciones se tiene 

 

( ) ( ){ } ( )
1

,
2

T T

r R rV s C q q s C q q s K q s H q s= - - - + +                                                                          (47) 

 

Utilizando la propiedad ( ) ( )
1

, 0
2

T T

rs H q s s C q q s- = , la ecuación anterior queda como  

 

( )
T T

RV s C q q s s K qr=- - +                                                                                                                   (48) 

 

Como se puede observar la ecuacion anterior se tiene un termino positivo por lo cual tiene que 

acotar por normas para que pueda cumplir con la estabilidad de Lyapunov, si s está acotado por maxs  y 

tiende a cero, entonces el error de la posición q  y la velocidad del error q  debe permanecer acotados, 

por lo tanto, tienden a cero.  

 

( )1 max ,C q qm =                                                                                                                                 (49) 

 

maxx x=Ã                                                                                                                                              (50) 

 

( )maxDX x D=                                                                                                                                        (51) 

 

( )mindX x D=                                                                                                                                         (52) 

 

Entonces la derivada de la función candidata de Lyapunov se tienen como 

 

( )

( )( )

2 22 2

1 max

2

1 max

d R

d R

V s x x s x K s

V x x K s

m

m

Ã - - +

Ã - + -
                                                                                               (53) 

 

Donde: 
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( )max 1R dx K xmÃ +                                                                                                                                 (54) 

 

De acuerdo con la definición de Lyapunov se establece que la función candidata de Lyapunov 

cumple con la condición adad. RK RĊ  es una matriz propuesta como ganancia del controlador.  

 

Por lo tanto, se obtiene que el control dado por la ecuación () es un controlador sin restricciones, 

y el error de la posición tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.  

 

13. Control de posición y fuerza 

 

En este apartado se analizará el problema de control de fuerza. Para el análisis del controlador se posición 

y fuerza, además de los errores de seguimiento de posición se definen los siguientes errores.  

 

dp p pD = -                                                                                                                                             (55) 

 

dl l lD = -                                                                                                                                               

(56) 

 

dp p pD = -                                                                                                                                             (57) 

 

donde  dp  es la posición deseada restringida la cual satisface ( ) 0, dqj l=  es la fuerza deseada 

aplicada sobre la superficie. Para explotar el echo de que el principio de ortogonalización se establece en 

el espacio articular a nivel de velocidad, se propone una señal de referencia rq  a nivel de velocidad, 

llamada referencia nominal. Ya que las variables de posición y fuerza son físicamente ortogonales y 

deben ser controladas, entonces rq  debe ser calculada en función de referencias nominales ortogonales 

en posición y fuerza.  

 

Otra definición es la señal de referencia rq  se puede obtener como  

 

( ) ( )( ) ( )r d d pq Q q q q J p Fj b x+= +L + - D + D                                                                                        (58) 

 

Donde kI RL= Ċ con 0k > , es una matriz diagonal definida positiva, b  y x  son constantes 

positivas. FD  se obtiene de  

 

0

t

F dl tD = Ḑ                                                                                                                                           (59) 

 

dado en (JGLau,2004) 

 

( ) ( )
( ) ( )

r

d

p

s q q

Q q q q

J q p Fj b x+

= -

= +D

= D + D - D

                                                                                                            (60) 

 

Como la ecuacion () esta dividida en dos espacios ortogonales se puede definir como:  

 

p fs s s= +                                                                                                                                               (61) 

 

Donde ps  y fs  son vectores que representan la posición y fuerza respectivamente del sistemas  

 

Derivando la señal de referencia dada por la ecuación () se tiene 
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( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

r d d d

d d

q Q q q q J q p p p F

Q q q q J q p p F

j

j

b x

b x

+

+

@ +L + - - + D

+ +L + - D + D
                                                                         (62) 

 

14. Controlador para movimiento restringido 

 

El modelo dinámico de un manipulador con restricciones está dado por  

 

( ) ( ) ( ) ( ),H q q C q q q g q J qjt l++ + = +                                                                                              (63) 

 

Por lo que la ley de control que se propone es  

 

( ) ( ) ( ) ( ),r r r R r d FH q q C q q q K q J k F g qjt l+= + + + - + D +                                                                  (64) 

 

Substituyendo la ecuación (64) en (63) se obtiene la dinámica del manipulador en lazo cerrado  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

, ,r r r

R r d F

H q q C q q q g q H q q C q q q

K q J k F

g q J q

j

j

l

l

+

+

+ + = +

+ + - + D

+ +

                                                                  (65) 

 

Agrupando términos y substituyendo los errores ya definidos, se obtiene el modelo dinamico del 

manipulador en lazo cerrado con control de posición t fuerza:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , r r R r FH q s C q q q C q q q K q J q k Fj l l++ - = + D + D                                                            (66) 

 

15. Resultados 

 

Para realizar la lectura del sensor ATI se utilizó el programa Simulink de Matlab, teniendo como 

resultado la fuerza o torque del sensor. En la tabla se muestra los resultados utilizando solo los primeros 

tres canales que son los de fuerza en x,y,z y tomando en cuenta que el peso de la base también tiene un 

peso y está siendo medido por el sensor, se obtiene una expresión para convertir el voltaje que 

proporciona la tarjeta de adquisición de datos a fuerza (Newton). En la figura se muestra diagrama a 

bloques de la lectura de la Fuerza.  

 

Tabla 3 Canales de salida Fuerza/Torque 
 

 G0 G1 G2 G3 G4 G5 

xF  1 0 0 0 0 0 

yF  0 1 0 0 0 0 

zF  0 0 1 0 0 0 

xT  0 0 0 1 0 0 

yT  0 0 0 0 1 0 

zT  0 0 0 0 0 1 

 

Figura 12 Diagrama a bloques de conexiones 
 



42 

 

 
 

Para comprobar el estudio de la fuerza se hicieron tres experimentos:  

 

El primer experimento se llevó a cabo midiendo la fuerza mientras el efector final no hace 

contacto con la superficie a una distancia de 65 mm de la posición final. En la Figura 13 se muestra el 

código de programación que en un tiempo de  

 

Figura 13 Programación de la trayectoria a una distancia de 65 mm de la superficie 

 

 
 

En la Figura 14, se puede observar que la fuerza medida en el sensor es constante, esto se debe a 

que la trayectoria que realizó el Omni Phantom no estuvo en contacto con la superficies.  
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Figura 14 Fuerza graficada durante la trayectoria sin contacto con el sensor 

 

 
 

Se realizó un segundo experimento desarrollando la trayectoria de una circunferencia sobre el 

plano ( ),x y  de radio de 25 mm, solo que en está ocasión el efector final de manipulador estuvo en 

contacto con sensor ATI. La posición del efector final fue de 55 mm.  

 

En la Figura 15 se muestran la grafica de las fuerzas generadas en cada uno de los ejes 

6 , 1.3 , 2.5 .x y zF Nm F Nm F Nm=- =- = -   

 

Figura 15 Fuerza aplicada en la superficie a una distancia de 55 mm del efector final. 

 

 
 


