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Resumen  

 

En este artículo se presenta el modelado y la simulación 

de dos configuraciones de robots seriales del tipo RRR y 

RPR, aplicando las teorías de la cinemática diferencial, 

para obtener la representación de su modelo matemático 

(matriz jacobiana) y su simulación. La cinemática 

diferencial en robótica es la relación entre dos espacios 

vectoriales, por lo cual es posible realizar el mapeo de 

velocidades del espacio articular al espacio de trabajo del 

efector final. Se presenta el modelo cinemático diferencial 

que se obtiene a partir de la cinemática de posición 

mediante técnicas de diferenciación y con ayuda de la 

matriz asimétrica se obtiene la información que forma 

parte de la matriz jacobiana, la cual permite conocer las 

velocidades de las variables articulares en función de la 

velocidad lineal y angular en el efector final y viceversa. 

Se realiza la simulación de los manipuladores validando el 

modelo matemático diferencial; A través de la validación 

de la cinemática diferencial de cadenas seriales simples es 

posible aplicar el procedimiento a robots manipuladores 

complicados. El método presentado aquí es la base de una 

herramienta útil para resolver robots complejos, como el 

caso de los robots manipuladores seriales redundantes, 

paralelos e híbridos. 

 

Cinemática diferencial, Robótica, Matriz jacobiana 

 

 

Abstract 

 

This article presents the model and simulation of the serial 

robot configurations of the types RRR and RPR, applying 

the theories of differential kinematics, to obtain the 

representation of its mathematical model (Jacobian 

matrix) and its simulation. The differential kinematics in 

robotics is the relationship between vector spaces, so it is 

possible to make the velocity map in the joint space in the 

end effector workspace. We present the differential 

kinematic model that is obtained from the position 

kinematics by differentiation techniques and with the help 

of the asymmetric matrix we obtain the information that is 

part of the Jacobian matrix, which allows us to know the 

velocities of the joint variables as a function of linear and 

angular velocity in the end effector and vice versa. The 

simulation of the manipulators is carried out validating the 

mathematical differential model; through the validation of 

the differential kinematics of serial chains it is possible to 

apply the procedure to complicated manipulator robots. 

The method presented here is the basis of a useful tool for 

solving complex robots, as in the case of redundant, 

parallel and hybrid serial manipulator robots. 

 

 

 

Differential kinematics, Robotics, Jacobian matrix 
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Introducción 

 

En algunas aplicaciones como el pintado por 

espray o soldadura es necesario realizar el 

análisis de velocidad, para mover al efector final 

por determinadas trayectorias con una velocidad 

prescrita, para lograr esta meta se deben de 

coordinar cuidadosamente las articulaciones del 

robot. Para que un robot serial siga una 

trayectoria, la velocidad debe ser continua en el 

extremo, esto sólo se logra a través de la 

coordinación de las variables articulares y el 

efector final, la velocidad que se describe en el 

efector final es constante, pero esto no ocurre en 

las variables articulares, por lo que es necesario 

obtener el modelado de la cinemática 

diferencial, obteniendo una matriz jacobiana, 

esta realiza la función de una transformación en 

espacios vectoriales de las variables articulares y 

el espacio vectorial de la velocidad en el efector 

final, (Tsai 1999). 

 

La matriz jacobiana es una matriz formada 

por las derivadas parciales de primer orden. En 

robots manipuladores la matriz jacobiana o el 

jacobiano se define como una matriz que 

transforma las velocidades angulares al espacio 

de las velocidades del efector final. Diferentes 

métodos se han presentado en la literatura: en 

(Craig 2006) se presenta el método de 

propagación de velocidades; en (Featherstone 

1983) se describe los procedimientos para 

realizar transformaciones de la posición y 

velocidad del efector final a los ángulos 

correspondientes, velocidades, y viceversa. 

 

En (Hunt 1987) se examina el jacobiano de 

robots seriales por medio de la teoría de tonillos; 

en (Orin and Schrader 1984) se discuten y 

comparan seis métodos diferentes para calcular 

el Jacobiano de un robot manipulador de N-

GDL; en (Waldron, Wang et al. 1985) se 

presenta una metodología general para la 

formulación y la manipulación de la matriz 

jacobiana; en (Whitney 1987) se da una nueva 

solución para el problema de control de posición 

del efector final.  

 

En este trabajo se presenta el modelo 

cinemático diferencial que se obtiene a partir de 

la cinemática de posición mediante técnicas de 

diferenciación y con ayuda de la matriz 

asimétrica (Spong, Hutchinson et al. 2005), 

donde se obtiene la información que forma parte 

de la matriz jacobiana. 

La cual permite conocer las velocidades de 

las variables articulares en función de la 

velocidad lineal y angular en el efector final y 

viceversa (Martínez-Zamudio, González-Villela 

et al. 2015).  

 

Cinemática diferencial 

 

En este trabajo la cinemática diferencial, se 

obtiene a partir del modelo matemático de la 

cinemática de posición (Tsai 1999) y aplicando 

el concepto de la matriz asimétrica (Barrientos, 

Cruz et al. 2007), se obtiene el modelado 

cinemático de los robots manipuladores seriales 

RRR y RPR. Se realiza la implementación del 

modelo matemático de la cinemática diferencial 

validando el modelo a través de la simulación.  

 

La cinemática diferencial de cadenas 

seriales RRR y RPR permiten conocer el 

comportamiento del manipulador. La simulación 

de las cadenas cinemáticas permite observar si el 

modelo es válido sin llevarlo a la 

implementación física. A través de la validación 

de la cinemática diferencial de cadenas seriales 

simples es posible aplicar el procedimiento a 

robots manipuladores complicados.  

 

El método presentado aquí es la base de 

una herramienta útil para resolver la cinemática 

de robots complejos con ayuda de la solución de 

la cinemática directa e inversa, utilizando la 

integración de la cinemática diferencial, siendo 

un concepto novedoso e importante para los 

manipuladores de cadenas cinemáticas cerradas 

cuyas soluciones no existen, son difíciles de 

obtener, o son demasiado complejas para ser 

tratadas, por ejemplo: robots redundantes, 

paralelos e híbridos.  

 

Matriz jacobiana  

 

El Jacobiano establece la relación entre las 

velocidades articulares y la velocidad linear y 

angular en el extremo o efector final del robot 

(Merlet, et al. 2002), expresadas en el sistema 

inercial del robot, ver Ecuación (1).  

 

[𝑋̇] = 𝐽[𝑞̇]                                                          (1) 

 
Para su obtención es necesaria la matriz de 

transformación homogénea que define el modelo 

cinemático directo del robot.  
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La velocidad lineal del extremo del robot 

expresada desde el sistema inercial se obtiene 

mediante las derivadas respecto al tiempo de la 

sub matriz de posición obtenidas de la matriz de 

transformación homogénea resultado de la 

cinemática directa, (Barrientos, Cruz et al. 

2007). Al obtener la sub-matriz de posición del 

efector final referido con el sistema inercial del 

manipulador serial, se obtiene una matriz de 

rotación dentro de la matriz de transformación 

homogénea, esta es una matriz ortonormal que 

contiene las rotaciones de los sistemas. Para 

obtener las velocidades angulares se deriva la 

submatriz de rotación (Barrientos, Cruz et al. 

2007) para esto se hace uso de la matriz 

asimétrica, denominada como la matriz Omega 

(Ω), (Spong, Hutchinson et al. 2005) que 

proporciona las velocidades angulares del 

efector final referido al sistema inercial.  

 

𝛺 = 𝑅̇𝑅𝑇                                                                            (2) 

 

La matriz asimétrica se define como 

(Spong, Hutchinson et al. 2005):  

 

𝛺 = [

0 −𝛺𝑧 𝛺𝑦

𝛺𝑧 0 −𝛺𝑥

−𝛺𝑦 𝛺𝑥 0
]                                       (3) 

 

Sistemas Multivariables 

 

De acuerdo con (Albertos and Antonio 2006), la 

definición de sistemas multi-variables es: “Si p-

variables independientes son seleccionadas para 

ser controladas, por lo tanto, al menos el mismo 

número de variables independientes debe ser 

manipuladas (m>=p)”. Se conoce como estado 

del sistema a la mínima cantidad de información 

necesaria en un instante para que, conociendo la 

entrada a partir de ese instante se pueda 

determinar cualquier variable del sistema en 

cualquier instante posterior. 

 

X(t)=ST(t). U                                                    (4) 

 

Donde X representa a las variables de 

salida, U las variables de entrada y ST las 

ecuaciones a partir de las cuales es posible 

determinar las variables de estado. (Ogata 2003). 

Una forma de encontrar una representación de la 

cinemática del sistema MIMO es mediante la 

realización de un mapeo de las velocidades de 

entrada 𝑟𝑚, donde 𝜂(𝑡) = [𝜂1, …, 𝜂2].  

 

 

 

Estableciendo: 

 

𝛴(𝑞) = [𝜎𝑚1(𝑞), … , 𝜎𝑚𝑟𝑚
(𝑞)]                           (5) 

 

Es una matriz con los vectores de 

velocidades, parametrizada por las coordenadas 

angulares θ_(i,j), expresamos el espacio de 

estados de las restricciones cinemáticas como: 

 

𝑞̇𝑝 = ∑(𝜃𝑖,𝑗 ) [𝜂]                                                     (6) 

 

Donde 𝜂 es la matriz que representa la 

velocidad lineal y angular, del extremo del 

manipulador. Se define 𝐴𝑇(𝑞) ∈ 𝑅(𝑀.𝑁)𝑥(3+𝑀.𝑁) 

como la matriz asociada a la cinemática.  

( ) 0
T

A q q                                                                (7) 

 

Donde: 𝑞 ∈ 𝑅(3+𝑀.𝑁) es el vector de las 

coordenadas de configuración y 𝑞̇ ∈ 𝑅(3+𝑀.𝑁) es 

el vector de las velocidades de configuración.  

 

𝑞̇𝑝 = (𝑥̇𝑝, 𝑦̇𝑝, 𝜃̇𝑝, 𝑞̇1,1, 𝑞̇1,2, … 𝑞̇𝑛,𝑚)                  (8) 

 

Para solucionar el conjunto es conveniente 

seleccionar el conjunto de variables 

generalizadas que mejor convenga, para 

representar al sistema. Las velocidades del punto 

P expresadas en coordenadas respecto al sistema 

inercial, así como la velocidad angular del 

efector final, en este caso describiendo los 

parámetros para un manipulador plano de 3GDL.  

 

𝑞̇𝑝 = [𝑆𝑡𝑛][𝜂 ]                                                              (9) 

 

Donde Stn son vectores columna y 𝜂 =

[𝑣𝑥𝑃  𝑣𝑦𝑃  𝜔𝑃] es el vector de entradas. Por lo 

tanto: 

 

𝑞̇𝑝 = [𝑆𝑡1  𝑆𝑡2  𝑆𝑡3][𝜂]                                           (10) 

 

De esta forma se tiene la cinemática del 

robot expresada en términos de las variables de 

entrada η. 

 

[
 
 
 
 
 
 

ẋp

ẏp

θṗ
q̇1,1

⋮
q̇n,m]

 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

1
0
0

0
1
0

0
0
1

St1,1 … St1,m

⋮
Stn,1

⋱
…

⋮
Stn,m]

 
 
 
 
 

. [η ]               (11) 
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Modelado e implementación de los casos 

particulares 

 

Se analizan dos robots seriales a partir de sus 

ecuaciones de estado; así como su 

implementación. El análisis se enfoca a los 

siguientes manipuladores, Robot serial plano 

(RRR) y Robot serial plano (RPR). Se decidió 

estudiar las configuraciones descritas para 

comprender el comportamiento y validar la 

teoría descrita, así como validar la hipótesis de 

este trabajo: demostrar que es posible controlar 

a un manipulador serial a partir de la cinemática 

diferencial. 

 

Manipulador serial RRR 

 

El manipular se encuentra compuesto por tres 

articulaciones rotacionales y tres eslabones. 

Cada articulación posee un actuador rotacional 

que genera el movimiento en el efector final 

(x,y,θ), donde θ es una rotación del efector final 

sobre el eje z. Se considera el espacio de trabajo 

sobre el plano, con 3GDL, de los cuales, dos 

grados de libertad logran posicionar al efector 

final a lo largo de los ejes x,y, y el tercero es una 

rotación alrededor del eje z. La Figura 1 muestra 

la postura del manipulador RRR. Donde x, y es la 

posición del efector final respecto al sistema 

inercial y θ=θp es la orientación del efector final 

referido al sistema absoluto. 

 

𝜉 = (𝑥, 𝑦, 𝜃)𝑇                                                              (12) 

 

Modelado cinemático 
 

Para encontrar las ecuaciones que 

describen la posición se utiliza la metodología de 

Denavit-Hartenberg (Cruz 2007). Aplicada a la 

Figura 1.  

  
 

Figura 1 Postura del manipulador RRR 

𝒊 𝜽i 𝒅 𝒂𝒊 𝜶𝒊 

1 𝜃1 0 𝑙1 0 

2 𝜃2 0 𝑙2 0 

3 𝜃3 0 𝑙3 0 

 

Tabla 1 Parámetros D-H manipulador RRR 

 

La matriz de transformación que describe 

la posición del manipulador es la siguiente: 

 

𝐴0
3

= [

𝐶123 −𝑆123 0 𝐶1ℓ1 + 𝐶12ℓ2 + 𝐶123ℓ3

𝑆123 𝐶123 0 𝑆1ℓ1 + 𝑆12ℓ2 + 𝑆123ℓ3

0 0 1 0
0 0 0 1

] (13) 

  

Cinemática diferencial 

 

Se utiliza el vector de posición que se 

extrae de la ecuación 15.  

𝑋 = 𝐶1ℓ1 + 𝐶12ℓ2 + 𝐶123ℓ3                                 (14) 

 

𝑌 = 𝑆1ℓ1 + 𝑆12ℓ2 + 𝑆123ℓ3                            (15) 

 

Se obtiene el modelo cinemático 

diferencial, obteniendo las derivadas parciales 

de las ecuaciones (14), (15) con respecto a cada 

una de las variables articulares.  La sub matriz de 

rotación se extrae de la ecuación (13), la cual se 

derivada, por ser una matriz ortogonal, guarda 

una relación con una matriz asimétrica(Spong, 

Hutchinson et al. 2005).  

 

𝑅0
3 = [

𝐶123 −𝑆123 0
𝑆123 𝐶123 0
0 0 1

]                                     (16) 

 

De la ecuación 2 se tiene: 

 

Ω0
3 = Ṙ0

3 𝑅3
𝑇0                                                         (17) 

 

 Teniendo como matriz: 

 

 Ω0
3 =

[
0 −(𝜃̇1 + 𝜃̇2 + 𝜃̇3) 0

𝜃̇1 + 𝜃̇2 + 𝜃̇3 0 0
0 0 0

]         (18)       

                       

La matriz jacobiana del manipulador RRR 

es la siguiente: 
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[
 
 
 
 
 
Vẋ
Vy

Vż
ωx
ωy
ωz]

 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝜃1

𝜕𝑥

𝜕𝜃2

𝜕𝑥

𝜕𝜃3
𝜕𝑦

𝜕𝜃1

𝜕𝑦

𝜕𝜃2

𝜕𝑦

𝜕𝜃3

0
0
0
1

0
0
0
1

0
0
0
1 ]

 
 
 
 
 
 

. [

𝜃̇1

𝜃̇2

𝜃̇3

]                             (19) 

 

Implementación de la matriz del sistema 

multivariables del manipulador RRR 

 

El sistema del manipulador consta de múltiples 

entradas y múltiples salidas. La matriz del 

sistema en variables de estado se obtiene 

mediante la preselección de variables. El sistema 

consta de tres entradas en los dos casos 

particulares y con tres salidas, por tal motivo es 

necesario definir un vector de tres entradas para 

poder resolver el sistema. Las tres variables que 

se seleccionan para el vector de entradas son las 

velocidades de las variables articulares de los 

manipuladores, obteniendo el jacobiano de los 

manipuladores, dónde se relacionan estas 

velocidades articulares con las velocidades del 

extremo del robot.  

 

Con las variables de las articulaciones se 

construyen tres ecuaciones que respectivamente 

cada una representa la velocidad en X, Y,  la 

velocidad angular que se encuentra en Z, estas 

tres ecuaciones conforman un sistema de 

ecuaciones, el cual se resolvió para hallar a las 

variables articulare que fue escogido como 

vector de entradas.  El sistema de ecuaciones es 

ordenado de manera matricial de tal forma que 

se obtiene una matriz de tres columnas por seis 

filas, la cual contiene la información para el 

mapeo de las velocidades. La implementación de 

este sistema se basó en las ecuaciones obtenidas 

por el análisis cinemático diferencial. La matriz 

del sistema en variables de estado del 

manipulador RRR es: 

 

𝑆𝑡1𝑅𝑅𝑅 =

[
 
 
 
 
 
 
 

1
0
0

𝐶12.𝐶𝑠𝑐2

ℓ1

𝐶𝑠𝑐2 (−
𝐶12

ℓ1
−

𝐶1

ℓ2
)

𝐶1.𝐶𝑠𝑐2

ℓ2 ]
 
 
 
 
 
 
 

                         (20) 

 

𝑆𝑡2𝑅𝑅𝑅 =

[
 
 
 
 
 
 
 

0
1
0

𝐶𝑠𝑐2.𝑆12

ℓ1

𝐶𝑠𝑐2 (−
𝑆12

ℓ1
−

𝑆1

ℓ2
)

𝐶𝑠𝑐2.𝑆1

ℓ2 ]
 
 
 
 
 
 
 

                              (21) 

𝑆𝑡3𝑅𝑅𝑅 =

[
 
 
 
 
 
 
 

0
0
1

𝐶𝑠𝑐2.𝑆3ℓ3

ℓ1

−
𝐶𝑠𝑐2(𝑆12ℓ1+𝑆3ℓ2)ℓ3

ℓ1ℓ2

1 +
𝐶𝑠𝑐2.𝑆12ℓ3

ℓ2 ]
 
 
 
 
 
 
 

                            (22) 

 

Sustituyendo la Ecuación (20-22) en la 

Ecuación (9) se tiene: 

 

𝑞̇𝑝𝑅𝑅𝑅 = [𝑆𝑡1𝑅𝑅𝑅  𝑆𝑡2𝑅𝑅𝑅  𝑆𝑡3𝑅𝑅𝑅][𝜂𝑅𝑅𝑅]    (23)       

 

Donde:  

 

 𝜂𝑅𝑅𝑅 = [𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝜔𝑧]𝑇                                (24) 

 

La Ecuación (23), es la ecuación que 

describe al modelo matemático de la cinemática 

diferencial del manipulador RRR. La cual se 

utiliza para realizar la simulación.  

 

Manipulador serial RPR 
 

El manipulador se encuentra compuesto por dos 

articulaciones rotacionales, una prismática y tres 

eslabones. Su área de trabajo actúa en el plano, 

con 3GDL, de los cuales, dos grados de libertad 

logran posicionar al efector final a lo largo de los 

ejes x, y, el tercero es una rotación alrededor del 

eje z. Ver Figura 2. 

 
 

Figura 2 Postura del manipulador RPR 

X0

Y0

Z0

X1

Z1

X2

Y2

Z2

ZP

XP

YP

1


d2

3


ζ={x,y,θ}

1

3
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Modelado cinemático 

 

Para encontrar las ecuaciones que describen la 

posición se utiliza la metodología de Denavit-

Hartenberg. 

 
𝒊 𝜽i 𝒅 𝒂𝒊 𝜶𝒊 

1 𝜃1 + 90° 0 0 90° 
2 0 𝑙1 +d2 0 -90° 

3 𝜃3 0 𝑙3 0 

 

Tabla 2 Parámetros D-H manipulador RPR 

 

La matriz de transformación que describe 

la posición del manipulador es la siguiente: 

 

𝐴0
3

= [

−𝑆13 −𝐶13 0 𝐶1(ℓ1 + d2) − 𝑆13ℓ3

𝐶13 −𝑆13 0 𝑆1(ℓ1 + d2) + 𝐶13ℓ3

0 0 1 0
0 0 0 1

]    (25) 

  

Cinemática diferencial 
 

Se extrae el vector de posición de la 

Ecuación (25). Se obtiene el modelo cinemático 

diferencial, obteniendo las derivadas parciales 

de las ecuaciones del vector posición, con 

respecto a cada una de las variables articulares.   

 

[
 
 
 
 
 
Vẋ
Vy

Vż
ωx
ωy
ωz]

 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝜃1

𝜕𝑥

𝜕𝑑2

𝜕𝑥

𝜕𝜃3
𝜕𝑦

𝜕𝜃1

𝜕𝑦

𝜕𝑑2

𝜕𝑦

𝜕𝜃3

0
0
0
1

0
0
0
0

0
0
0
1 ]

 
 
 
 
 
 

. [

𝜃̇1

𝑑̇2

𝜃̇3

]                            (26) 

 

La sub matriz de rotación se extrae de la 

ecuación (25), la cual se deriva. Por ser una 

matriz ortogonal, guarda una relación con una 

matriz asimétrica. (Spong, Hutchinson et al. 

2005).  

 

Implementación de la matriz del sistema 

multivariables del manipulador RPR 

 

El sistema del manipulador consta de múltiples 

entradas y múltiples salidas. La matriz del 

sistema en variables de estado se obtiene 

mediante la selección de variables. El sistema 

consta de tres entradas en los dos casos 

particulares y con seis salidas, por tal motivo es 

necesario definir un vector de entradas para 

poder resolver el sistema.  

 

Las tres variables que se seleccionan para 

el vector de entradas son las velocidades en las 

variables articulares de los manipuladores, con 

el jacobiano obtenido de los manipuladores, 

dónde se encuentra la relación de velocidades del 

extremo del robot. Con las variables de las 

articulaciones se construyen tres ecuaciones que 

respectivamente cada una representa la 

velocidad en X, Y, la velocidad angular que se 

encuentra en Z, estas tres ecuaciones conforman 

un sistema de ecuaciones el cual se resolvió para 

hallar a las variables articulare. El sistema de 

ecuaciones es ordenado de manera matricial de 

tal forma que se obtiene una matriz de tres 

columnas por seis filas la cual contiene la 

información para el mapeo de las velocidades. 

La implementación de este sistema se basó en las 

ecuaciones obtenidas por el análisis cinemático 

diferencial. La matriz del sistema en variables de 

estado del manipulador RPR. 

 

𝑞̇𝑝𝑅𝑃𝑅 = [𝑆𝑡1𝑅𝑃𝑅  𝑆𝑡2𝑅𝑃𝑅  𝑆𝑡3𝑅𝑃𝑅][𝜂𝑅𝑃𝑅]    (27)        

 

Donde:  

 

 𝜂𝑅𝑃𝑅 = [𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝜔𝑧]𝑇                                      (28)           

 

La Ecuación (27), es la Ecuación que 

describe al modelo matemático de la cinemática 

diferencial del manipulador RPR. La cual se 

utiliza para realizar la simulación.  

 

Simulación del manipulador RRR y RPR 

 

El modelo matemático de la cinemática 

diferencial describe la velocidad lineal del 

efector final en función de las variables 

articulares, así como la velocidad angular de este 

Ecuación (11). La Ecuación 11 es una forma 

general de la matriz de variables de estado. Esta 

matriz puede variar, es decir puede ser diferente, 

aunque el manipulador sea el mismo.  

 



7 

Artículo                                                                                       Revista de Simulación y Laboratorio 

                                                                                                             Septiembre 2019 Vol.6 No.20 1-8 

 

 
MARTINEZ-ZAMUDIO, Patricio, GONZALEZ-VILLELA, Victor 

J. y LEON-NUÑEZ, Hector. Simulación del Modelo Matemático de 

la Cinemática Diferencial de Robots Seriales Planos Configuración 

RRR y RPR. Revista de Simulación y Laboratorio 2019.  

ISSN: 2410-3462 
ECORFAN® Todos los derechos reservados 

 
 
Figura 3 Diagrama de bloques entradas y salidas RRR y 

RPR 

 

 La simulación se llevó a cabo en Simulink 

con un diagrama de bloques que representa a 

cada elemento del manipulador y que despliega 

de forma gráfica el comportamiento del 

manipulador y la trayectoria generada por las 

velocidades de entrada, el diagrama de bloques 

se muestra a en la Figura 3. La trayectoria 

seleccionada para este manipulador es una 

lemniscata (ver Figura 4) creada con funciones 

senoidales, esto quiere decir que se selecciona un 

módulo de velocidad lineal en las dos 

componentes que responda a una función 

senoidal y una velocidad angular nula.  

 

 
 
Figura 4 Trayectoria del manipulador RRR lemniscata 

 

En la simulación se muestra el 

manipulador y su trayectoria, los eslabones son 

presentados en diferentes colores para no 

confundirse, la trayectoria esta simbolizada por 

puntos negros donde el efector final coincide y 

validamos el modelo cinemático diferencial. 

 

Simulación del manipulador RPR 
 

El efector final del manipulador coincide con los 

puntos de la trayectoria, esto quiere decir que el 

modelo diferencial es válido, así como la matriz 

del sistema, ver Figura 5. 

 

 
 
Figura 5 Trayectoria del manipulador RPR línea recta 

 

En la segunda prueba los parámetros de 

entrada son reemplazados para obtener una 

velocidad constante en la parte lineal pero la 

velocidad angular es establecida como nula. El 

manipulador tiene que describir una línea recta 

como trayectoria, los parámetros de los 

eslabones son los mismos, ya que esto no afecta 

en los resultados. Los resultados obtenidos son 

satisfactorios, el modelo diferencial converge, el 

jacobiano, proporciona una matriz de 

velocidades angulares la cual debe ser 

asimétrica, esto permite visualizar si hay algún 

error en la matriz. 

 

Conclusiones 

 

Se presentó el modelo cinemático diferencial de 

manipuladores seriales con un enfoque diferente 

al que se presenta en la literatura, ya que en este 

trabajo se obtuvo el modelo a partir de la 

cinemática de posición, mediante técnicas de 

diferenciación y con ayuda de la matriz 

asimétrica. Se validó el modelo matemático de la 

cinemática diferencial por medio de la 

simulación de dos manipuladores seriales del 

tipo RRR y RPR. La simulación se llevó a cabo 

utilizando diferentes parámetros de entrada en el 

manipulador, generando así diferentes patrones 

de movimiento o trayectorias a seguir. Se 

utilizaron velocidades senoidales, constantes y 

variaciones dentro de estas.  
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Las pruebas proporcionaron que el 

comportamiento del extremo del robot coincidía 

con la trayectoria generada, esto valida los 

modelos diferenciales obtenidos de las 

Ecuaciones (23 y 27). La validación de la 

cinemática diferencial de cadenas seriales 

simples mediante el método mostrado en este 

trabajo, augura la posibilidad de aplicar este el 

procedimiento a robots manipuladores 

complejos, como el caso de los robots 

manipuladores seriales redundantes, paralelos e 

híbridos. 
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Resumen 

 

En este trabajo se presentan resultados del análisis con 

relación al depósito y caracterización de películas de óxido 

de silicio rico en silicio (SRO). El depósito se realizó por 

la técnica de depósito químico en fase vapor asistido por 

filamento caliente (HFCVD), sobre sustratos de silicio 

tipo-p. El depósito se realizó variando la distancia de la 

fuente al sustrato (DFS) de 3, 4, 5 y 6 mm. La cantidad de 

precursores de SiO2 fueron regulados considerando una 

distancia de 6 mm entre el filamento y la fuente (DFF) a 

una temperatura de 2000°C en el filamento. Se fijo un 

tiempo de depósito constante de 3 minutos y un nivel de 

flujo de hidrógeno de 10 sccm. La temperatura del sustrato 

fue de 450°C a 550°C. Por perfilometría se obtiene el 

espesor de las películas que se encuentra en el rango de 

200 a 600 nm.  Por medio de la espectroscopía infrarroja 

por transformada de Fourier (FTIR) se detectaron los 

modos vibracionales del SRO. La transmitancia más alta 

fue de 90% para las películas con DFS de 3 mm. El band 

gap óptico varió de 2.2 a 3.3 eV. Al aplicarles un 

tratamiento térmico a la temperatura de 1000°C por una 

hora, las películas de SRO incrementaron su 

fotoluminiscencia en una orden de magnitud.  

 

SRO, HFCVD, UV-Vis 

 

Abstract 

 

In this work we present the results of the analysis obtained 

from the deposit and characterization of thin films of 

silicon rich oxide (SRO). The films were obtained by hot 

filament chemical vapor deposition (HFCVD) technique, 

such films were deposited on silicon substrates p-type. The 

deposit of thin films was realized considering different 

distances from source to substrate (DFS) which were 3, 4, 

5 and 6 mm. The quantity of precursors (SiO2) was 

controlled by the distance from the filament to the source, 

which was 6 mm for this work, the filament was held at 

2000°C. A constant 3-minute deposit time was 

maintained, and the hydrogen flow level was 10 sccm. The 

films thickness was obtained by using the profilometry 

technique, the thickness range was from 200 to 600 nm.  

The vibrational molecular modes of the SRO films were 

obtained by Fourier Transform Infrared Spectroscopy 

(FTIR). The films of 3 mm DFS exhibit an optical 

transmittance of 90%. The optical energy band gap of the 

thin films varies from 2.2 to 3.3 eV. When an annealing 

process at 1000°C was carried out for one hour, the SRO 

films increase their photoluminescence by an order of 

magnitude approximately. 

 

SRO, HFCVD, UV-Vis 
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Introducción 

 

El SRO es un material de dos fases el cual 

contiene nanocristales de silicio (nc-Si) en su 

microestructura atómica, tales nanocristales 

modifican sustancialmente las propiedades 

ópticas, estructurales y eléctricas de dicho 

material.  

 

Las propiedades del SRO varían con el 

exceso de silicio contenido en las películas, 

convirtiéndolo en un material apto para ser 

utilizado en dispositivos optoelectrónicos. Las 

películas de SRO presentan un efecto interesante 

en el comportamiento de la corriente eléctrica 

cuando son iluminadas, siendo las 

nanopartículas de silicio y los defectos 

estructurales quienes provocan estos interesantes 

cambios (Tomozeiu, N., 2011, Carrier, P., 

Abramovici, G., Lewis, L. J., & Dharma-

Wardana, M. W. C., 2001). 

 

Aunque las películas de SRO pueden ser 

depositadas por diferentes métodos, la técnica de 

depósito químico en fase vapor asistido por 

filamento caliente (HFCVD) ha reportado 

importantes características; tales como la 

facilidad en la variación de las condiciones de 

depósito de las películas. Estas condiciones de 

depósito son: la temperatura del sustrato (ts), el 

tiempo de depósito (td), la distancia del 

filamento a la fuente (dff), la distancia de la 

fuente al sustrato (dfs), el flujo de hidrógeno (fh) 

y las fuentes sólidas. 

 

En el presente trabajo se reporta la 

influencia de la variación de la distancia fuente a 

sustrato, en las propiedades ópticas y 

estructurales de las películas de SRO. 

  

Metodología 

 
Obtención de las películas de SRO 

 

 El depósito de películas de SRO mediante la 

técnica HFCVD se realizó sobre obleas de silicio 

tipo P/Boro [100] de 2 pulgadas de diámetro con 

espesor de 254-304 µm y resistividad de 1-5 

ohm/cm. Para la caracterización de la 

transmitancia se utilizaron sustratos de cuarzo.    

Los parámetros considerados para el depósito de 

las películas de SRO fueron los siguientes, td:3 

minutos, fh:10 sccm, dff:6 mm, dfs:3, 4, 5 y 6 

mm.  

 

 

Para la obtención de los precursores 

volátiles se utilizaron 11 barras de cuarzo 

cilíndricas de 11 cm de largo y 2.5 mm de 

diámetro. La figura 1 muestra el esquema 

pictórico del sistema utilizado para el depósito 

de películas SRO mediante la técnica HFCVD. 

 

 
  
Figura 1 Sistema de depósito por la técnica HFCVD 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Los perfiles de temperatura del sustrato 

fueron de 450 a 550°C al momento de realizar el 

depósito. 

 

A la mitad de cada muestra se le aplicó un 

tratamiento térmico (TT) por 1 hora a 1000°C, 

esto se hizo con el objetivo de analizar las 

propiedades de las películas de SRO sin y con 

TT.  En la tabla 1 presentamos el etiquetado de 

las muestras de SRO, indicando el nombre de 

cada muestra identificada, además se muestran 

las diferentes dfs. 

 
SRO: Flujo de hidrógeno de 10 sccm 

DFS 3 mm 4 mm 5 mm 6 mm 

Sin TT A3 A4 A5 A6 

Con TT A3’ A4’ A5’ A6’ 

 
Tabla 1 Etiquetado de las películas de SRO 

Fuente: Elaboración Propia 

   

Caracterización de las películas SRO 

 

Perfilometría 

 

Para determinar el espesor de las películas se 

consideraron 5 puntos por película, esto con el 

fin de lograr una medición más precisa de su 

espesor. Para esta caracterización se usó un 

perfilómetro Dektak 150 de superficie, con una 

resolución de 0.1 µm. 

Regadera 

(flujo) 

Filamentos (2000°C) 

Cuarzos 

Sustrato 

Precursores: 𝐻2O y SiO 

Hidrógeno molecular (𝐻2) 

DFF 

DFS 

Hidrógeno atómico (𝐻0) 
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Espectroscopía infrarroja por transformadas 

de Fourier (FTIR) 

 

Para confirmar que las películas obtenidas son 

de SRO, se realizaron caracterizaciones para 

obtener los modos vibracionales característicos 

del SRO con un espectrofotómetro Bruker 

modelo Vector 22. Este espectrofotómetro es 

operado mediante el software OPUS NT versión 

3 en un rango de 2000 a 400 cm-1 con una 

resolución de 1 cm-1. 
 

Espectroscopía UV-Vis 

 

Para obtener los espectros de transmitancia y 

estimar el ancho de banda del material se usó un 

espectrofotómetro UV-Visible Thermo 

Scientific Evolution 600, en un rango de 

longitudes de onda de 200 a 900 nm con una 

resolución de 0.5 nm. Se utilizaron celdas de 

cuarzo de 1.4 milímetros de paso óptico. 

  

Fotoluminiscencia (FL) 

 

Para determinar la fotoluminiscencia del SRO se 

usó un espectroflurómetro FluroMax 3 de la 

marca Horiba Jobin Yvon, con una lámpara de 

excitación de xenón de 150 watts, una resolución 

de 0.3 nm, en un rango de 370 a 1000 nm y un 

detector de emisión de alta sensibilidad, la 

longitud de onda de excitación utilizada fue de 

335 nm. 

 

Resultados 

 

Espesor de las películas de SRO 

 

El análisis de la perfilometría de las películas se 

realizó con respecto de la variación de la DFS. 

En la gráfica 1, se observa un menor espesor en 

las películas con tratamiento térmico. Los 

mayores espesores se obtuvieron en las muestras 

depositadas con 4 mm de dfs. 
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Gráfica 1 Espesores de las películas de SRO, con flujo de 

hidrógeno de 10 sccm 

Fuente: Elaboración Propia 

Bandas de absorción del SRO 

 

En los espectros de FTIR obtenidos se 

identificaron las tres bandas de absorción 

característicos del óxido de silicio 

estequiométrico (SiO2) con corrimientos en los 

picos correspondientes a los modos de balanceo 

en 458 cm-1, doblamiento en 812 cm-1 y 

estiramiento en 1082 de los enlaces de Si-O-Si, 

lo cual confirma que se obtuvieron películas de 

SRO (Luna-López, J. A., García-Salgado, G., 

Díaz-Becerril, T., López, J. C., Vázquez-

Valerdi, D. E., Juárez-Santiesteban, & 

Coyopol, A. 2010). En la gráfica 2 se muestran 

los espectros de FTIR de las películas de SRO 

sin y con TT, se observa una mayor absorbancia 

en las muestras A4 y A4’. 
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Gráfica 2 Espectros de FTIR de las películas de SRO sin 

y con TT 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Los datos en la tabla 2 muestran un ligero 

corrimiento de las bandas hacia menores 

números de onda en balanceo y estiramiento de 

las películas de SRO sin TT, mientras que para 

las películas de SRO con TT, el corrimiento de 

las bandas en balanceo y estiramiento es hacia 

mayores longitudes de onda, tendiendo más a la 

estequiometría del SiO2. Debido al proceso de 

deshidrogenación se observa la ausencia del 

modo Si-H en el SRO con TT. 

 
 Balanceo 

Si-O-Si 
Doblamiento 

Si-O-Si 
Doblamiento 

Si-H 
Estiramiento 

Si-O-Si 

SiO2 458 812 875 1082 

A3 445 - 877 1051 

A3' 460 809 - 1086 

A4 447 800 878 1051 

A4’ 462 809 - 1090 

A5 447 - 877 1050 

A5’ 460 810 - 1080 

A6 445 - 877 1050 

A6’ 460 810 - 1085 

 
Tabla 2 Modos vibracionales obtenidos mediante 

espectros de FTIR 

Fuente: Elaboración Propia 
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Transmitancia del SRO 

 

Los espectros de transmitancia muestran que las 

películas tienen una transmitancia aproximada 

del 65%, excepto para las películas A3 y A3’, 

que tienen una transmitancia arriba del 90%. Las 

muestras A3 y A3’ presentan un corrimiento en 

su borde de absorción hacia menores longitudes 

de onda. El tratamiento térmico aplicado a la 

muestra A3’ cambio la estequiometría del 

material produciendo un mayor corrimiento 

hacia menores longitudes de onda, en la gráfica 

3 se observan estos resultados.  
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Gráfica 3 Transmitancia de las películas de SRO sin TT y 

con TT 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Coeficiente de absorción del SRO 

 

Mediante los espectros de transmitancia se 

determinó el coeficiente de absorción (α) y la 

banda de energía prohibida (Eg) de las películas 

de SRO. El cálculo del coeficiente de absorción 

se realizó utilizando la ley de Beer-Lambert 

(Donald, A. Neuman, 2003) dada por,  

 

𝐼 = 𝐼0𝑒
(−∝𝑑),                                                    (1) 

 

Donde, I, I0, son las intensidades de 

radiación saliente y entrante respectivamente 

(Donald, A. Neuman 2003). Se utilizaron los 

datos experimentales de la transmitancia y la 

perfilometría para calcular el coeficiente de 

absorción mediante la ecuación: 

 

 ∝ (ℎ𝑣) =
− ln[𝑇(ℎ𝑣)]

𝑑
,                                       (2) 

 

Donde, hv es la energía del fotón, d el 

espesor, T es la transmitancia y ∝ es el 

coeficiente de absorción. En la gráfica 4 se 

presentan los resultados del cálculo del 

coeficiente de absorción de las muestras de SRO, 

respecto a la dfs. 
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Gráfica 4 Coeficiente de absorción de las películas de 

SRO sin y con TT 

Fuente: Elaboración Propia 

 
Valores estimados del band gap del SRO 

 

Lo valores aproximados de la banda de energía 

Eg se obtuvieron a partir de la relación (Donald, 

A. Neuman, 2003):  

 

∝ (ℎ𝑣)1/𝑛 = 𝐴(ℎ𝑣 − 𝐸𝑔),                 (3) 

 

Conocida como gráfica de Tauc. Mediante 

la gráfica (h)1/n vs (h) y la intersección de la 

pendiente de Tauc con el eje de la energía, se 

determinó el valor de Eg, donde la mejor 

aproximación resulto ser n=2, ya reportado para 

este tipo de materiales. Un ejemplo de estos 

cálculos se muestra en la gráfica 5. 
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Gráfica 5 Cálculo de Eg de las películas de SRO sin y con 

TT usando el método de Tauc Plot 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la tabla 3 se muestran los valores de Eg 

de las películas.  
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Muestras A3 A3’ A4 A4’ A5 A5’ A6 A6’ 

Eg (eV) 3.1 3.3 2.5 2.4 2.3 2.4 2.5 2.4 

 
Tabla 3 Valores aproximados de Eg obtenidos de las 

muestras de SRO 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Fotoluminiscencia del SRO 

 

Con respecto a los espectros de FL, se puede 

observar en la gráfica 6 un aumento considerable 

tanto en la fotoluminiscencia de las películas con 

TT como en la intensidad de la FL en la banda 

correspondiente al cercano infrarrojo.  
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Gráfica 6 Espectros de fotoluminiscencia de las películas 

de SRO sin y con TT 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Se ha reportado que para el SRO los 

mecanismos de emisión de luz visible e 

infrarrojo cercano se debe al efecto de 

confinamiento cuántico dimensional originado 

en los nanocristales de silicio (nc-Si) y a las 

transiciones radiativas generadas por los 

defectos en la matriz del óxido (Iacona, F., 

Franzo, G., & Spinella, C. 2000. Inokuma, T., 

Wakayama, Y., Muramoto, T., Aoki, R., Kurata, 

Y., & Hasegawa, S. 1998).  

 

Se realizó una deconvolución de cada 

espectro encontrándose que la intensidad de los 

picos están relacionados con los siguientes tipos 

de defectos: enlace débil de oxígeno (WOB:415 

nm), vacancias neutrales de oxígeno (NOV:460 

nm), vacancias de oxígeno cargadas 

positivamente (𝐸′𝛿: 520 𝑛𝑚), centro hueco de 

oxígeno no enlazado (NBOHC:630 nm), 

confinamiento cuántico (QC:760 nm), centros 

luminiscentes localizados en la interface de nc-

Si/SiO2 (CLI:845 nm) (Ding, L., Chen, T. P., 

Liu, Y., Ng, C. Y., Yang, M., Wong, J. I., ... & 

Huang, Y. 2008). 

 

Conclusiones  

 

En el presente trabajo se ha presentado la 

caracterización óptica de las películas de SRO 

depositadas por la técnica HFCVD para 

determinar sus efectos luminiscentes y de 

absorción considerando efectos térmicos.  

Además, se encontró que el espesor de las 

películas está relacionado con el decapado de las 

fuentes de cuarzo y es dependiente del flujo de 

H. El espesor de las películas disminuye cuando 

son tratadas térmicamente, esto se debe a la 

reestructuración atómica del material cuando es 

sometido a altas temperaturas.  

 

Los resultados de FTIR confirman que se 

obtuvieron películas de SRO. Se observa que las 

películas sin TT y con TT presentan una 

diferencia en la intensidad de las bandas 

características, teniendo mayor intensidad las 

películas con TT.  

 

Las películas de menor espesor 

presentaron una alta transmitancia, 

aproximadamente del 90%. El valor estimado de 

Eg se ubica en el rango de 2.3 a 3.3 eV, sin 

marcar ninguna tendencia en las dfs y al 

aplicarles el TT.  

 

La fotoluminiscencia aumentó en una 

orden de magnitud al aplicarles el TT a las 

muestras, esto es atribuido a los efectos de 

confinamiento cuántico y a la activación de los 

defectos en la matriz del óxido.  

 

Las propiedades ópticas de las películas 

de SRO pueden ser moduladas mediante la 

variación de la distancia entre fuente-sustrato lo 

que hace que ellas sean potencialmente útiles 

para construir dispositivos optoelectrónicos. 
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Resumen  

 

El presente artículo describe la simulación y control de un 

péndulo de base móvil (PBM), que consiste en un 

mecanismo con dos ruedas y una varilla cilíndrica en 

vertical, que puede girar libremente sobre su propio eje, 

entonces el móvil deberá moverse para compensar el 

desplazamiento angular del péndulo. El objetivo consiste 

en desarrollar un modelo matemático para simular el 

comportamiento dinámico del mecanismo y con ello, 

desarrollar un controlador Proporcional, Integral y 

Derivativo (PID), óptimo que logre mantener a 90 grados 

en vertical dicho péndulo en un tiempo 𝑡𝑠 ≤  1 segundo, 

con un ángulo de entrada de ± 10 grados. Se utilizó la 

metodología de Newton-Euler (NE) para determinar las 

ecuaciones dinámicas de movimiento, mediante el análisis 

del diagrama de cuerpo libre y el uso de las leyes físicas 

que permiten definir las fuerzas que actúan sobre el 

sistema para lograr el estado de equilibrio. Estas 

simulaciones se realizaron con las herramientas de 

SolidWorks (SimMechanics Link) y Matlab (Simulink), 

además se utilizó un sistema de lazo cerrado para analizar 

la señal de salida Y(s) con respecto a la señal de entrada 

U(s). Las contribuciones de este desarrollo consisten en 

diseñar controladores de alta precisión con el propósito de 

mejorar los procesos industriales de automatización a 

partir de la implementación de un sistema de control, en 

las áreas como robótica, vehículos marinos, aeroespacial, 

por mencionar algunos ejemplos.  

 

PID, Péndulo, Control 

 

 

Abstract  

 

This article describes the simulation and control of a 

mobile base pendulum (PBM), which consists of a 

mechanism with two wheels and a vertical cylindrical rod, 

which can rotate freely on its own axis, then the mobile 

must move to compensate for the angular displacement of 

the pendulum. The objective is to develop a mathematical 

model to simulate the dynamic behavior of the mechanism 

and thereby develop a Proportional, Integral and 

Derivative (PID) controller, optimal that manages to 

maintain this pendulum at a vertical degree in a time ts ≤ 

1 second, with an entry angle of ± 10 degrees. The 

Newton-Euler (NE) methodology was used to determine 

the dynamic equations of motion, by analyzing the free 

body diagram and using the physical laws that allow 

defining the forces acting on the system to achieve the 

state of equilibrium. These simulations were carried out 

with the SolidWorks (SimMechanics Link) and Matlab 

(Simulink) tools, in addition a closed loop system was 

used to analyze the output signal Y (s) with respect to the 

input signal U (s). The contributions of this development 

consist of designing high-precision controllers with the 

purpose of improving industrial automation processes 

from the implementation of a control system, in areas such 

as robotics, marine vehicles, aerospace, to name a few 

examples. 
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Introducción 

 

Controlar un sistema significa manipular su 

respuesta dinámica para cumplir las demandas 

de una tarea que se va a ejecutar. Por tanto, 

resulta difícil comprender la respuesta de un 

modelo dinámico antes de diseñar e implementar 

un algoritmo de regulación que modifique su 

comportamiento dinámico. Uno de los métodos 

más comunes de representación para un esquema 

de control consiste en dividir la operación por 

medio de bloques funcionales. Un bloque, como 

tal, contiene la descripción del comportamiento 

de cada elemento que actúa en un sistema de 

control. En particular, el bloque que representa 

la dinámica del sistema que se va a controlar se 

denomina comúnmente como planta.  

 

Tomando en cuenta las leyes de la física, 

se puede deducir el comportamiento de la planta 

a partir de una ecuación diferencial que define la 

forma de las variables internas del sistema 

representadas mediante la ecuación estándar en 

el dominio de Laplace. El desarrollo del péndulo 

de base móvil facilitará la comprensión del 

análisis de la teoría de control y sus aplicaciones 

en diferentes áreas, como aeroespacial, robótica, 

biomecánica y transporte, por mencionar 

algunas.   

 

Este sistema pertenece a la clase de 

mecanismos subactuados los cuales tienen 

menor número de actuadores que grados de 

libertad debido, a su complejidad sigue siendo 

un campo activo de investigación en el área de 

control.  Este sistema consiste en una barra 

cilíndrica de longitud (l) con libertad de rotar a 

180o sobre su propio eje, El péndulo está 

montado mediante un rodillo con cojinete para el 

libre movimiento sobre un móvil de dos ruedas 

con desplazamiento lineal en el eje x.  

 

Bajo estas circunstancias el desarrollo de 

la metodología se enfoca en analizar la dinámica 

del mecanismo para definir las ecuaciones que 

describan el movimiento libre del sistema y 

mediante estas ecuaciones desarrollar un 

controlador PID que es el elemento de 

regulación más popular que ha surgido de la 

teoría de control automático. Es relevante 

comentar que el controlador PID es 

habitualmente la primera opción cuando se 

analiza el diseño de una solución para el sistema 

de control. 

 

 La estructura más convencional de este 

controlador se puede representar por medio del 

esquema de bloques en paralelo. 

Matemáticamente, puede representarse de forma 

compacta por medio de su expresión en el 

dominio de Laplace. El control automático ha 

sido de gran importancia para el desarrollo de la 

ingeniería y de la ciencia, debido a los avances 

que se han logrado en la práctica, en la 

optimización y desempeño de los sistemas 

dinámicos. A continuación, se presenta el 

desglose de las secciones del presente artículo.  

Sección 1: Presenta una breve introducción del 

análisis del péndulo de base móvil. 

 

Sección 2: Describe la metodología 

utilizada para modelar matemáticamente la 

dinámica del péndulo de base móvil a partir de 

las leyes de Newton-Euler y el desarrollo del 

controlador (PID) aplicado. 

 

Sección 3: Presenta el desarrollo analítico 

para determinar la ecuación de la planta, 

posteriormente se simula en Matlab para conocer 

la respuesta dinámica del sistema.  

 

Sección 4: Describe el desarrollo del 

controlador (PID) a partir de la respuesta del 

modelo y las condiciones sugeridas.  

 

Sección 5: Se presentan los resultados y las 

conclusiones del presente artículo, así como las 

mejoras futuras.  

 

 Metodología 
 

Para desarrollar el modelo matemático del 

péndulo de base móvil, se aplicó la metodología 

de Newton-Euler (NE), el cual se deriva 

directamente de la segunda ley de Newton y de 

los principios de movimiento rotacional 

planteado por Euler. Fue necesario realizar un 

diagrama de cuerpo libre de la figura 1, donde se 

pueden observar cada una de las variables y 

fuerzas que actúan sobre el mecanismo con 

movimiento rotacional y traslación. Las 

condiciones de equilibrio se definen cuando la 

sumatoria de torques existentes en el sistema es 

igual a cero y el desplazamiento es nulo. Esta 

representación se define con una ecuación 

diferencial que describe matemáticamente el 

comportamiento dinámico del sistema en el 

dominio del tiempo.  
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Para desarrollar un controlador (PID), es 

necesario transformar la ecuación diferencial a 

una función de transferencia, posteriormente a 

una ecuación estándar representada en el 

dominio de Laplace, mediante esta ecuación 

calcular el factor de amortiguamiento (ζ), la 

frecuencia natural amortiguada (𝜔𝑛) y el tiempo 

de establecimiento (𝑡𝑠). 
  

 
 
Figura 1 Diagrama de cuerpo libre PBM 

 

En la tabla 1, se describen las variables a 

considerar de acuerdo a las leyes de Newton a 

partir del análisis del diagrama de cuerpo libre. 
 

Símbolos Descripción 

Fe Fuerza de empuje. 

Fr Fuerza de fricción. 

l Longitud de la barra. 

I Inercia del péndulo. 

w Peso de la esfera. 

f(x) Posición del móvil. 

θ Ángulo del péndulo desde la vertical. 

g Constante gravitacional. 

P Conexión entre los dos sistemas (Origen). 

M Masa de la base móvil. 

m Masa de la esfera. 

 

Tabla 2 Descripción de las variables físicas 

 

Modelado matemático del sistema  

 

La representación matemática del sistema 

(PBM), se basa en el diagrama de la figura 1, a 

partir de la definición de un punto de referencia, 

en este caso, se define como punto de referencia, 

el centro de gravedad (Cg) del objeto de interés, 

las ecuaciones (1) y (2), definen el centro de 

gravedad en las componentes (x) y (y) del 

péndulo con movimiento rotacional.  

En la ecuación (1) el valor de (x) hace 

referencia al desplazamiento del móvil en cada 

instante del tiempo o la posición actual.  

 

𝑥𝑐𝑔 = 𝑥 + 𝑙𝑠𝑒𝑛𝜃                                              (1) 

 

𝑦𝑐𝑔 = 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃                                                      (2) 

 

Otro término importante en los 

movimientos rotacionales ya que todo elemento 

que gira sobre su propio eje posee momento de 

inercia (I) de acuerdo al Postulado de Euler. 

Entonces se puede deducir la ecuación (3).  

 

∑𝜏 = 𝐼 𝛼                                                           (3) 

 

Donde (α) es la aceleración angular del 

cuerpo y (𝜏) es el torque relacionado a la 

aceleración angular y la fuerza ejercida al eje de 

giro del sistema. Entonces la aceleración angular 

(𝛼) también se puede representar como  𝛼 =
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 , aplicando la segunda ley de Newton para 

determinar la ecuación de movimiento 

rotacional (4), a partir de la ecuación (3). La 

fuerza de fricción de conexión entre los dos 

sistemas (Frp), representa la fricción del origen 

con el eje de giro o el punto de articulación del 

móvil con el péndulo.  

 

 −(𝐹𝑦𝑙𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝐹𝑥 𝑙 cos 𝜃) −  𝐹𝑟𝑝 = 𝐼𝛼        (4) 

 

 
 

Figura 2 Movimiento del péndulo en Fx y F 

 

El péndulo realiza los movimientos, 

horizontal (𝐹𝑥) y vertical (𝐹𝑦) como se muestra 

en la figura 2. Entonces, la expresión (𝐹𝑥) se 

define en la ecuación 5 y (𝐹𝑦) en la ecuación 6, 

la esfera representa el centro de gravedad y (w) 

define la dirección del vector peso.   

 

𝐹𝑥 = 𝑚 𝑥𝑐𝑔                                                        (5) 
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𝐹𝑦 = 𝑚𝑦𝑐𝑔 + 𝑤                                             (6) 

 

Para el análisis se prevé que la masa de la 

esfera se encuentre posicionada en el eje vertical, 

entonces se deduce que el momento de inercia es 

igual a cero, por lo que a partir de la ecuación 

(4), se escribe la ecuación de movimiento 

rotacional del péndulo, ecuación 7. 

 

 (𝑚𝑔𝑙)𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑚𝑙2
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ 𝑚𝑙

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
𝑐𝑜𝑠𝜃            (7) 

 

El objetivo consiste en mantener el 

péndulo sobre el eje vertical, considerando que 

los desplazamientos angulares (𝜃) son muy 

pequeños, por lo que 𝑠𝑒𝑛 𝜃 = 𝜃  𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 1), 

entonces es posible linealizar y simplificar la 

ecuación (7), obteniendo la nueva expresión (8).  

 

𝑚𝑔𝜃 = 𝑚𝑙
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 + 𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2                                      (8) 

 

Para determinar la rapidez de reacción de 

la base móvil al movimiento rotacional del 

péndulo, es necesario calcular la fuerza de 

empuje (Fe) que se aplicará, por lo que, se define 

en la ecuación 9. 

 

(𝑀 + 𝑚)
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 𝑚𝑙
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 = 𝐹𝑒(𝑡)                       (9) 

 

De las ecuaciones (8) y (9) se aplica el 

método de eliminación para encontrar las 

variables 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 = 𝑥̈ 𝑦 
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 = 𝜃̈ a continuación, se 

formulan las siguientes ecuaciones lineales (10). 

 

𝑚𝑥̈     + 𝑚𝑙𝜃̈ =
(𝑀 + 𝑚)𝑥̈   +   𝑚𝑙𝜃̈ =

     
𝑚𝑔𝜃
𝐹𝑒(𝑡)

               (10) 

 

Las soluciones del sistema de ecuaciones 

se presentan en las expresiones (11) y (12). 

 

𝑥̈ = −
𝑚

𝑀
𝑔𝜃 +

1

𝑀
𝐹𝑒(𝑡)                                      (11) 

 

𝜃̈ =
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙
𝑔𝜃 −

1

𝑀𝑙
𝐹𝑒(𝑡)                                 (12) 

 

Con la ecuación (12) se determina la 

función de transferencia del péndulo, la ecuación 

(13) representa la ecuación diferencial en el 

dominio del tiempo y las ecuaciones (14), (15) y 

(16), representan el proceso de la transformada 

de Laplace para definir la salida 𝜃(𝑠) en relación 

a la entrada 𝐹𝑒(𝑠), se establecen las condiciones 

iniciales 𝜃̇(0) = 0 𝑦 𝜃 = 0. 

 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
−

(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙
𝑔𝜃 = −

1

𝑀𝑙
𝐹𝑒(𝑡)                        (13) 

 

𝑠2𝜃(𝑠) − 𝑔
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙
𝜃(𝑠) = −

1

𝑀𝑙
𝐹𝑒(𝑠)           (14) 

 

𝜃(𝑠) (𝑠2 − 𝑔
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙
) = −

1

𝑀𝑙
𝐹𝑒(𝑠)               (15) 

 

𝜃(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

−
1

𝑀𝑙

𝑠2−𝑔
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙

                                            (16) 

 

Debido que la velocidad depende de la 

fuerza de fricción del punto de origen y el eje de 

giro del sistema, se define la fuerza de fricción 

del péndulo (Frp) que se muestra en la ecuación 

(17). 

𝐹𝑟𝑝 = 𝛽
𝑑𝜃

𝑑𝑡
                                                      (17) 

 

Por lo tanto, el modelo de movimiento 

rotacional del péndulo en el dominio de la 

Laplace se representa en la ecuación (18). 

 

𝜃(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

−
1

𝑀𝑙

𝑠2+𝛽𝑠−𝑔
(𝑀+𝑚)

𝑀𝑙

                                          (18) 

  

A partir de la ecuación 11, se establecen 

las condiciones iniciales considerando el estado 

de equilibrio del móvil, donde 𝑥̇(0) =
0 𝑦 𝑥(0) = 0 y también se hace una 

aproximación de 𝑓(𝜃) ≈ 𝑓(𝑥), para representar 

la ecuación 11 en la ecuación (19). 

 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+

𝑚

𝑀
𝑔𝑥 =

1

𝑀
𝐹𝑒(𝑡)                                    (19) 

 

Se procede a determinar la función de 

transferencia del móvil que se presentan en las 

ecuaciones (20) y (21). 

 

𝑠2𝑋(𝑠) + 𝑔
𝑚

𝑀
𝑋(𝑠) =

1

𝑀
𝐹𝑒(𝑠)                      (20) 

 

𝑋(𝑠) (𝑠2 + 𝑔
𝑚

𝑀
) =

1

𝑀
𝐹𝑒(𝑠)                             (21) 

 

Relacionando la salida y la entrada se 

obtiene la ecuación (22). 

 

𝑋(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

1

𝑀

𝑠2+𝑔
𝑚

𝑀

                                                    (22) 

 

En la ecuación 22 es conveniente incluir 

una fuerza de fricción (Fr), la cual es generada 

por el contacto de las ruedas con el piso, 

dependiendo del coeficiente de rodamiento, la 

fuerza de fricción se define en la ecuación 23. 
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𝐹𝑟 = 𝛽
𝑑𝑥

𝑑𝑡
                                                            (23) 

 

La función de transferencia del 

movimiento de traslación del móvil, se 

representa en la ecuación (24). 

 

𝑋(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

1

𝑀

𝑠2+𝛽𝑠+𝑔
𝑚

𝑀

                                            (24) 

 

 

Análisis de la respuesta mediante Matlab 

 

La respuesta de un sistema de control se evalúa 

por medio de una salida Y(s) que depende de una 

entrada U(s) y de la dinámica interna instantánea 

del sistema. Una de las formas de representar un 

sistema de control es mediante bloques, que 

consiste en la posibilidad de representar la 

operación completa de un sistema por medio de 

la interacción de sus bloques internos. De esta 

forma, el comportamiento dinámico de una 

planta que incluye diferentes elementos, como 

sensores, controladores, retroalimentación, etc., 

se pueden analizar por medio de bloques 

representativos y la representación de sus 

interacciones. Para simplificar la definición de 

cada elemento funcional, se realiza mediante el 

operador de la Transformada de Laplace. En la 

tabla (2) se presentan los valores de las variables 

a considerar para simular el comportamiento 

dinámico del péndulo de base móvil mediante 

las ecuaciones (18) y (24). 

 
Símbolos Descripción 

M Masa de la base móvil = 2 kg 

m Masa de la esfera = 0.2 kg 

g Constante gravitacional = 9.81m/s2 

l Longitud del péndulo = 0.5 m 

βp Coeficiente de rodamiento para el péndulo 

de acero//acero = 0.09 µd 

βM Coeficiente de rodamiento del móvil con el 

piso de caucho// cemento (seco) = 0.8µd  

 

Tabla 3 Variables para simular la respuesta del sistema 

 

De las ecuaciones (18) y (24) al sustituir 

los valores de acuerdo a las variables de la tabla 

(2), se obtienen las ecuaciones (25) y (26). 

 
𝜃(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

−1

𝑠2+0.09𝑠+21.582
                                       (25) 

 
𝑋(𝑠)

𝐹𝑒(𝑠)
=

0.5

𝑠2+0.8𝑠+0.981
                                         (26) 

 

En la gráfica (1) se presenta la respuesta 

del movimiento rotacional del péndulo a partir 

de la ecuación (25). 

 
 
Gráfica 1 Respuesta del sistema péndulo 

 

En la gráfica (2), se presenta el 

movimiento del móvil a partir de la ecuación 

(26). 

 

 
 
Gráfica 2 Respuesta del sistema base móvil 

 

Mediante la reducción de bloques se 

determina la función de transferencia general 

para fusionar el modelo del péndulo la ecuación 

(25) y el modelo de la base móvil la ecuación 

(26), la función de transferencia general se 

expresa como F(s), ecuación (27). 

 

𝐹(𝑠) =
0.5

𝑠4+0.89𝑠3+22.64𝑠2+17.35𝑠+21.17
                      (27) 

 

En la gráfica (3) se presenta la respuesta 

del sistema (PBM) de la ecuación (27). 

 

 
 

Gráfica 3 Respuesta del sistema PBM 
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Mediante Matlab se analiza la respuesta 

del sistema de la figura (3), se determina que el 

tiempo de subida 𝑡𝑟 = 1.39 segundo, el tiempo 

de establecimiento 𝑡𝑠 =  17.6 segundos, con un 

sobre impulso 𝑀𝑝 =  26.6%.  
 

Diseño e implementación del controlador PID 

 

El controlador Proporcional-Integral-Derivativo 

(PID), es el elemento de regulación más popular 

que ha surgido de la teoría de control automático. 

Es relevante comentar, que el PID es 

habitualmente la primera opción cuando se 

analiza el diseño de una solución para el sistema 

de control. La estructura más convencional de 

este controlador, se puede representar por medio 

del esquema de bloques en paralelo como se 

muestra en la figura 3, matemáticamente se 

representa de forma compacta por medio de su 

expresión en el dominio de Laplace, ecuación 

(28).  
 

 
 
Figura 3 Estructura del PID implementado 

 

𝑃𝐼𝐷 = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑖
1

𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠                                    (28) 

 

A continuación, se establecen los 

parámetros para el diseño del controlador de 

acuerdo a las siguientes condiciones: lograr un 

tiempo de estabilización 𝑡𝑠 ≤  1 segundo, con 

un sobre impulso 𝑀𝑃 ≤  5% y un ángulo de 

entrada 𝜃 = ±10 grados con respecto a la 

vertical, de acuerdo a los parámetros de entrada 

se procede a determinar las constantes del PID 

mediante el método de sintonización por 

ubicación de polos y ceros utilizando las 

funciones de Matlab y la ecuación (28), se 

determina el modelo del control para el sistema 

(PBM) en la ecuación 29, donde 𝑘𝑝 = 0, 𝑘𝑖 =
12.66 𝑦 𝑘𝑑 = 0. 

 

𝑃𝐼𝐷 =
12.66

𝑠
                                                     (29) 

 

En la gráfica 4, se presenta la respuesta del 

sistema, el color azul representa la salida con la 

implementación del controlador. 

 

 

Se determinó que el tiempo de 

establecimiento 𝑡𝑠 = 10.8 segundos, con un 

sobreimpulso 𝑀𝑃 = 1.79 %, debido a la 

inestabilidad y complejidad del  mecanismo que 

se desea controlar, el PID, no es lo 

suficientemente óptimo para lograr uno de los 

parámetros del objetivo, donde 𝑡𝑠 ≤ 1 𝑠, se 

necesita implementar un controlador más 

robusto que actúe como un filtro para reducir las 

oscilaciones de la señal de salida y esto permitirá 

reducir el tiempo de estabilización y 

posteriormente implementar un PID en caso de 

ser necesario.  

 

 
 
Gráfica 4 Salida del sistema con el PID Implementado 

 

Control Robusto por Modelo Interno 

 

El método de control robusto por modelo interno 

(IMC) depende directamente de la estructura del 

sistema y del modelo matemático de la planta, 

actúa como un filtro pasa-bajo para reducir las 

oscilaciones de salida debido a la discrepancia 

del modelaje y el proceso real, esto permite 

mejorar el tiempo de respuesta 

considerablemente, la figura (3) muestra el 

diagrama de bloques de la estructura de un 

controlador IMC. 

 
 
Figura 4 Estructura del controlador IMC 

 

Al implementar el controlador IMC, se 

puede observar una mejoría considerable en la 

reducción del tiempo de estabilización de 1.23 

segundo y un sobre impulso de 10.8%. gráfica 

(5), surge la necesidad de incorporar un 

controlador PID para el modelo actual del IMC. 
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Gráfica 5 Salida del sistema con IMC 

 

A continuación, se determina un 

controlador PID a partir del modelo IMC, la 

figura (5) muestra el diagrama de bloques 

simplificado de la integración del PID al modelo 

IMC. 

 

 
 
Figura 5 Diagrama de bloques de PID y IMC 

 

Resultados Obtenidos 

 

Al simular el modelado del sistema PBM con la 

implementación de los controladores IMC y 

PID, donde las constantes del PID fueron 𝑘𝑝 =
0.1209, 𝑘𝑖 = 1.761 𝑦 𝑘𝑑 = 0.002076, se logró 

el objetivo propuesto con un tiempo de 

establecimiento 𝑡𝑠 =  990 milisegundos y con 

sobreimpulso 𝑀𝑃 = 1.79%, en la gráfica (6) el 

color rojo representa la respuesta del sistema 

controlada, en la medida que incrementa el grado 

del filtro aplicado en el control IMC se reduce el 

tiempo de estabilización (ts). 

 

 
 
Gráfica 6 Respuesta del sistema con la implementación 

del y IMC y PID 

 

 

Conclusiones 

 

Este artículo presenta el modelo matemático de 

un péndulo de base móvil, a partir de ecuaciones 

diferenciales ordinarias no lineales, que se 

obtuvieron al aplicar las leyes de Newton-Euler 

y mediante la aplicación de la transformada de 

Laplace, se obtuvo la función de transferencia 

que se utilizó para simular y analizar el 

comportamiento del sistema, con la finalidad  de 

diseñar un controlador que cumpla con el 

objetivo establecido, para realizar la simulación 

fue necesario diseñar el mecanismo en 

SolidWorks y mediante la librería 

(SimMechanics Link) se vinculó a Matlab y 

Simulink versión 2017. Con estas herramientas 

se corroboraron los resultados con los 

parámetros establecidos en el objetivo, en un 

principio la idea era diseñar un controlador PID 

óptimo para el modelo de la planta, pero durante 

el análisis se determinó que el controlador no 

cumplía con las expectativas esperadas en 

cuanto al tiempo de estabilización por tratarse de 

un sistema muy inestable, entonces se optó 

primeramente  aplicar un controlador robusto al 

modelo de la plata con el objetivo de reducir las 

oscilaciones de salida y posteriormente aplicar 

un PID a la nueva función de transferencia 

obtenida.  

 

Con estos dos controladores 

implementados se logró el objetivo propuesto en 

diseñar, modelar y controlar un péndulo de base 

móvil, logrando los siguientes resultados 𝑡𝑠 =
990 𝑚𝑠,𝑀𝑃 = 1.79%  con un ángulo de 

entrada 𝜃 = ±10 grados, la siguiente etapa es 

poner en práctica el desarrollo analítico, 

construyendo un prototipo. Con esto se busca 

mejorar la comprensión en el desarrollo de 

controladores a partir de modelos matemáticos y 

que puedan ser usados en sistemas complejos.  

 

Sugerencias  

 

Es recomendable ajustar los parámetros de un 

controlador una vez que se lleva a la práctica, ya 

que estos son diseñados a partir de modelos 

matemáticos en condiciones ideales y en 

ocasiones se ven afectados por las variables que 

no fueron consideradas en el modelado. Otro de 

los puntos importantes de la dinámica del 

mecanismo es evitar un alto sobre impulso, ya 

que este factor tiene la capacidad de 

desestabilizar completamente el sistema.  

 

 



22 

Artículo                                                                                       Revista de Simulación y Laboratorio 

                                                                                                           Septiembre 2019 Vol.6 No.20 15-22 

 

 
LÓPEZ-ORTEGA, Filemón, CÁRDENAS-MACIEL, Martha, 

SERRANO-ZEPEDA, Rogelio y LARA-CEBALLOS, Miguel 

Ángel. Modelado y simulación del péndulo de base móvil. 

Revista de Simulación y Laboratorio. 2019.  

ISSN: 2410-3462 
ECORFAN® Todos los derechos reservados 

Referencias  

 

C. Dorf R., H. Bishop R. (2005). Sistemas de 

control moderno. Madrid: Pearson, Prentice 

Hall. 

 

Dorsey J. (2005). Sistemas de control continuos 

y discretos. México: McGraw-Hill. 

 

G. Zill D. (2009). Ecuaciones diferenciales con 

aplicaciones de modelado. México:  Cengage 

learning.  

 

Hernández Gaviño R. (2010). Introducción a los 

sistemas de control: Conceptos, aplicaciones y 

simulación con Matlab. México: Pearson. 

 

J. Aström (2009). Control PID avanzado. 

Madrid, España: Pearson, Prentice Hall. 
 

J. Craig J. (2006). Robótica. México: Pearson, 

Prentice Hall. 

 

Ogata K. (1987). Dinámica de Sistemas. Distrito 

Federal: Prentice Hall 

 

Ogata K. (1998). Ingeniería de Control 

Moderna. Distrito Federal: Prentice Hall. 

 

Pérez Cisneros M. A., Cuevas Jiménez E.V, & 

Zaldívar Navarro D. (2015). Fundamentos de 

robótica y mecatrónica con Matlab y Simulink. 

México: Alfaomega.  

 

R. Kurfess T. (2005). Robotics and automation 

handbook. United States of America: CRC 

Press. 

 

Reyes Cortes F., (2012). Matlab aplicado a 

robótica y mecatrónica, México: Alfaomega. 

 

Reyes Cortés F., Cid Monjaraz J., &Vargas Soto 

E. (2013). Mecatrónica: Control y 

automatización. México: Alfaomega. 

 

 

 

 

 



23 

Artículo                                                                                       Revista de Simulación y Laboratorio 

                                                                                                         Septiembre 2019 Vol.6 No.20 23-32 

 

 

Metodología para el Modelado y simulación de pruebas de fatiga en álabes de 

aerogeneradores de baja potencia 

 

Modeling and simulation of fatigue tests on blades of low-powered wind turbines 
 

RUIZ-NUCAMENDI, Nelson Octavio†*, ROBLES-OCAMPO, Jose Billerman, SEVILLA-

CAMACHO, Perla Yasmin y MORALES-ALIAS, Luis Alberto  
 

Universidad Politécnica de Chiapas, Carretera Tuxtla-Portillo Zaragoza Villaflores KM.21+500, Las Brisas, 29150, 29150 

Chiapas 

 

ID 1er Autor: Nelson Octavio, Ruiz-Nucamendi / ORC ID: 0000-0002-2437-7676 

 

ID 1er Coautor: Jose Billerman, Robles-Ocampo / ORC ID: 0000-0002-0094-8710 

 

ID 2do Coautor: Perla Yasmin, Sevilla-Camacho / ORC ID: 0000-0002-9702-1929 

 

ID 3er Coautor Luis Alberto, Morales-Alias / ORC ID: 0000-0003-0978-0595 

 

DOI: 10.35429/JSL.2019.20.6.23.32                                                 Recibido 23 Junio, 2019; Aceptado 30 Septiembre, 2019 

 
Resuemen 

 

En este artículo se presenta el diseño, simulación y 

análisis de fatiga de varios perfiles aerodinámicos 

usados en aerogeneradores de baja potencia. Para ello, 

se desarrolla el modelo de un álabe de un aerogenerador 

de eje horizontal de 5 kW de potencia nominal. El 

análisis de los coeficientes de sustentación, arrastre y 

potencia de los perfiles aerodinámicos se realizó con el 

software XFLR5. La metodología que se empleó para 

el diseño del álabe, está basada en el método de 

interacciones y convergencia llamado BEM. Asimismo, 

para simular la parte estructural y aerodinámica del 

elemento, se utilizó el programa QBlade. Con el 

objetivo principal de garantizar que se alcanzan los 

factores de seguridad para la fatiga mencionados en la 

norma IEC 61400, se aplicó el Modelo de Cargas 

Simplificado. Se obtuvo como resultados el valor 

máximo de fatiga de 21,421.66 N y el valor máximo de 

momento en sentido flapwise de 698.41 Nm. 

 

Fatiga, Álabe, Simulación en QBlade 

 

 

 

Abstract 

 

This article presents the design, simulation and fatigue 

analysis of various aerodynamic profiles used in low 

power wind turbines. For this purpose, the model of a 

blade of a horizontal axis wind turbine with a nominal 

power of 5 kW is developed. The analysis of the lift, 

drag and power coefficients of the aerodynamic profiles 

was carried out with the XFLR5 software. The 

methodology used for the blade design is based on the 

interactions and convergence method called BEM. 

Also, to simulate the structural and aerodynamic part of 

the element, the QBlade program was used. With the 

main objective of ensuring that the fatigue safety factors 

mentioned in the IEC 61400 standard are achieved, the 

Simplified Load Model was applied. The maximum 

fatigue value of 21,421.66 N and the maximum 

flapwise moment value of 698.41 Nm were obtained. 

 

 

 

Fatigue, Blade, QBlade simulation 
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Nomenclatura 

 

Nomenclatura 

 
Símbolo  Descripción             Unidad 

 

A Área de sección transversal             m 

a Factor de inducción axial  [-] 

a’ Factor de inducción tangencial [-] 

B  Número de aspas   [-] 

CP Coeficiente de potencia  [-] 

CT Coeficiente de empuje  [-] 

CL Coeficiente de sustentación            [-] 

CM Coeficiente de momento            [-] 

CN Coeficiente normal             [-] 

CT Coeficiente tangencial  [-] 

C Cuerda    m 

Q Torque    Nm 

G Aceleración de la gravedad            m/s2 

K Factor de forma Weibull  [-] 

mB Masa del aspa               kg 

m´ Flujo másico              m3/s 

P Potencia    W 

Qdiseño  Par de torsión de diseño del rotor Nm 

R Radio               m 

Ri Posición radial   m 

T Fuerza de Empuje             N 

Vm Velocidad media del viento            m/s 

Vrel  Velocidad relativa             m/s 

α Ángulo de ataque   [°] 

αstall Ángulo de ataque con pérdida  [°] 

            aerodinámica  

β Ángulo de torsión             [°] 

θ Ángulo de pitch o paso  rad 

θT Ángulo de torsión             rad 

λ Relación de velocidad de la     [-] 

           punta del aspa    

µ Viscosidad              kg/ms 

υ Viscosidad cinemática  m2/s 

ρ Densidad del aire   kg/m3 

σ Solidez    [-] 

ф Ángulo de flujo   rad 

Γ  Función Gamma   [-] 

 

Introducción 

 

La energía eólica es una de las fuentes de energía 

que más destacada entre las energías renovables, 

por la disminución de los precios de su 

tecnología. Aunque, los aerogeneradores han 

evolucionado fuertemente, aun no se ha logrado 

obtener el sistema ideal debido a la variabilidad 

de su fuente motriz. En México, el desarrollo de 

aerogeneradores se ha encaminado a la 

fabricación de prototipos de baja potencia, sin 

embargo, no se tienen registros de unidades 

vendidas. Bajo este contexto, existe la necesidad 

de desarrollar tecnología propia que permita la 

independencia tecnológica del extranjero y el 

aumento de la competitividad a nivel nacional e 

internacional de la industria eólica en el área de 

diseño y fabricación de aerogeneradores de baja 

potencia. 

Durante el funcionamiento de un 

aerogenerador el álabe es el elemento encargado 

de convertir la energía cinética y presión del aire 

en energía mecánica. Por ello, la variedad y 

magnitud de cargas a las que se ven sometidos 

los álabes requieren de un diseño estructural y 

aerodinámico que respondan a la complejidad 

del elemento. La norma IEC 61400-2 

(International Electrotechnical Comission, 

2013) presenta los requerimientos de diseño 

necesarios para aerogeneradores de baja 

potencia. 

 

Este trabajo presenta la metodología del 

modelado y simulación de pruebas de fatiga un 

álabe para aerogeneradores de baja potencia 

aplicando la norma IEC 61400 con ayuda de los 

softwares XFLR5 y QBlade. Para el desarrollo 

del trabajo se proponen 4 perfiles aerodinámicos 

(A18, BW3, NACA4421, NACA4424). Estos 

perfiles se analizan siguiendo la metodología 

para la evaluación de sus características de 

acuerdo a las necesidades del diseño y potencia. 

 

Metodología 

 

En esta sección se aborda la metodología 

propuesta para el diseño de un álabe y 

simulación de pruebas de fatiga a ser utilizada en 

aerogeneradores de baja potencia. Se ha 

estructurado en cuatro partes: la primera parte 

está dedicada a la selección del perfil 

aerodinámico, a través de la aplicación de 

criterios de diseño; la segunda parte presenta el 

dimensionamiento del álabe basada en el método 

BEM; la tercera parte muestra el modelado y la 

simulación aerodinámica realizada con el 

programa QBlade; y la cuarta parte muestra la 

aplicación del modelo de cargas simplificado 

(MCS) para el análisis de fatiga. En la Figura 1 

se muestra el diagrama de la metodología del 

diseño del álabe. 
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Figura 1 Metodología para el diseño del álabe 
 

Selección del perfil aerodinámico 
 

El elemento importante en el diseño de álabes es 

el perfil aerodinámico, el objetivo del perfil es 

generar una fuerza motriz a través de la fuerza 

de sustentación. No existe una metodología para 

seleccionar un perfil aerodinámico, pero se debe 

tomar en cuenta ciertas especificaciones y 

adecuarlas a las necesidades del diseño. 

Martínez presentó una propuesta para la 

selección de perfiles considerando varios 

criterios que ayudan a determinar el perfil 

óptimo (Martínez, 2007). Basados en estos 

criterios de selección, para la evaluación de los 

perfiles se consideraron los siguientes criterios: 

manufactura, coeficiente de sustentación, valor 

máximo CL/CD y ángulo de ataque estable. Para 

el desarrollo del trabajo se preseleccionaron 4 

perfiles aerodinámicos (A18, BW3, NACA4421 

y NACA4424) que actualmente se utilizan para 

diseño de aerogeneradores de baja potencia 

(Carantoña, 2009). En la Figura 2 se muestran 

los perfiles seleccionados. 

 

 
 
Figura 2 Perfiles seleccionados 

Manufactura 
 

Para la manufactura de los álabes se evalúa la 

forma geométrica del perfil aerodinámico. Con 

el fin de encontrar un perfil con geometría 

simple ayude al proceso de maquinado. Para 

ello, se comparan sus propiedades geométricas 

tales como: mejor simetría, porcentaje de 

espesor mayor, porcentaje de curvatura menor y 

borde de salida robusto. La Figura 2 muestra la 

geometría de los perfiles seleccionados A18, 

BW3, NACA4421 y NACA4424. 

 

De la Figura 2, se puede observar que los 

bordes de salida de los perfiles A18 y BW3 son 

más delgados en comparación con los perfiles 

NACA424 y NACA4421. Asimismo, se observa 

que los perfiles NACA tienen una geometría 

simétrica. En la tabla 1, se presentan los valores 

geométricos de cada perfil y con bases a esos 

valores se define el perfil NACA4424 como la 

mejor opción para el proceso de manufactura, 

este perfil tiene un porcentaje de espesor 

promedio de 26.60% mayor a los otros perfiles y 

su porcentaje de curvatura es el de menor valor 

con 22.94%. 

 
Perfil Espeso

r (%) 

Promedi

o (%) 

Curvatur

a (%) 

Promedi

o (%) 

Observacion

es 

A18 7.35-

29.50 

18.43 5.04-

43.60 

24.32 Geometría 

asimétrica, 
borde de 

salida 

delgado, 
simple y 

abierto. 

BW3 5.02-
7.40 

6.21 5.79-
41.70 

23.75 Geometría 
asimétrica, 

borde de 

salida 
delgado, y 

abierto. 

NACA442

1 

21.03-

30.65 

25.84 4.01-

42.16 

23.09 Geometría 

simétrica, 
borde de 

salida simple 
y abierto 

NACA442

4 

24.03-

29.17 

26.60 4.00-

41.87 

22.94 Geometría 

simétrica, 

borde de 
salida simple 

y abierto 

 
Tabla 1 Comparación de los perfiles aerodinámicos de 

acuerdo a su geometría 

 

Coeficiente de sustentación 
 

El valor del coeficiente de sustentación es 

directamente proporcional al ángulo de ataque, a 

mayor ángulo de ataque, se desarrolla una mayor 

diferencia de presiones y mayor impacto en el 

intradós del perfil, aumentando así la magnitud 

de la fuerza de sustentación.  
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Este criterio se evalúa analizando la caída 

del coeficiente de sustentación, se selecciona al 

perfil que tenga una caída de sustentación de 

forma gradual (descenso < 25 %), si tiene una 

caída abrupta, es decir, tres grados antes del αstall 

y un descenso mayor al 55 % provoca fuertes 

vibraciones en los álabes (Pavón, 2019). Por esta 

razón, se recomienda que el descenso debe 

mantenerse en un rango entre 25 al 55 % para 

que el sistema cuando entre en pérdida 

aerodinámica, no presente vibraciones y evite el 

embalamiento del rotor. En la Figura 3, región 

2, se muestra los diferentes comportamientos de 

la caída de sustentación. 

 

 
 

Figura 3 Comportamiento del coeficiente de sustentación 

 

Para la evaluación del coeficiente de 

sustentación realiza una simulación con el 

software XFLR5, para obtener el 

comportamiento del coeficiente de sustentación 

de los perfiles aerodinámicos. Para esta 

simulación se considera un rango de 100,000 a 

500,00 número de Reynolds (X. Tang, 2015). En 

la figura 4 se observan las gráficas de las curvas 

del CL en función de los ángulos de ataque. 

 
 
Figura 4 Curvas del CL de los perfiles aerodinámicos 

 

En la Figura 4 se aprecia que los perfiles 

alcanzan la sustentación máxima en los 500,000 

Re, mientras que la caída de sustentación se 

presenta en los 100,000 Re. Los valores del CL 

máx. en función al α de cada uno de los perfiles 

se resumen en la Tabla 2. Donde se determinó 

que el perfil con mayor sustentación es el BW3 

con CL máx.=1.55, para un número Re de 

500,000 y presenta una caída de sustentación en 

αstall=11°. 

 
Perfil Sustentación 

máxima 

Caída de 

sustentación 

CL 

máx. 

Re α Re αstall 

A18 1.38 500,000 9 100,000 7° 

BW3 1.55 500,000 12 100,000 11° 

NACA4421 1.49 500,000 14 100,000 15° 

NACA4424 1.44 500,000 17 100,000 6° 

 
Tabla 2 Valores del CL máx. y caída de sustentación 

 

Valor máximo CL/CD 

 

La relación entre sustentación y arrastre es de 

gran importancia en la selección del perfil 

porque es posible determinar su eficiencia y el 

ángulo de ataque máximo en el que trabaja sin 

disminuir sustentación por efectos de 

desprendimiento de capa limite y de excesivo 

arrastre (Carantoña, 2009). En esta evaluación se 

obtiene el punto de mayor sustentación con 

menor arrastre. En la Figura 5, se muestra como 

es el comportamiento de la relación sustentación 

y arrastre de cada uno de los perfiles simulados 

con XFLR5. 
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Figura 5 Curvas CL/CD de los perfiles aerodinámicos 

 

En la Figura 5 se observa que el perfil A18 

obtiene la máxima relación CL/CD=113 en α=2° 

con Re= 500,000. Mientras que el perfil 

NACA4421 obtiene la máxima relación 

CL/CD=99.28 en α=6° y Re=200,00. En la Tabla 

3 se resumen los resultados de la relación CL/CD 

de cada perfil, donde se observa que el A18 tiene 

mayor eficiencia. 

 
Perfil Máx. relación Re α 

A18 113 500,000 2 

BW3 84.43 500,000 3 

NACA4421 99.28 200,000 6 

NACA4424 70.66 500,000 6 

 
Tabla 4 Resultados de los parámetros máximos CL/CD 

 

Ángulo de ataque estable (α) 
 

El coeficiente de sustentación depende del 

ángulo de ataque (véase Figura 3). A mayor 

ángulo de ataque, mayor sustentación, pero en la 

zona de pérdida aerodinámica (región 2 de 

Figura 3) la sustentación disminuye. Tomando 

en cuenta esa relación, el perfil debe mantener un 

rango de ángulos de ataque para que la caída de 

sustentación sea estable aún dentro de la zona de 

pérdida aerodinámica. En este criterio propone 

un rango de 4° a 7° (Martínez, 2007). 

 

Dimensionado del álabe 
 

El dimensionado del álabe es la aplicación del 

método BEM. Se basa en un proceso de 

iteraciones que distribuye la longitud de cuerda 

y el ángulo de torsión a través del radio total del 

rotor, con esto proceso se define la geometría del 

álabe. 

Variables de entrada 
 

Para iniciar este proceso, se consideran los 

criterios de diseño mencionados en la Tabla 1, a 

partir de esos valores se dimensiona el rotor y 

después se aplica el método BEM. 

 
Clase II SWT Norma IEC 61400-2 

Descripción Simbología Valores Unidad 

Potencia nominal 

del aerogenerador 

Pnom 5000 W 

Velocidad media Vm 7.5 m/s 

Velocidad de 

diseño 

Vd 10.5 m/s 

Coeficiente de 

potencia 

Cp 0.4 [-] 

Densidad del aire  ρ 1.225 kg/m3 

Eficiencia del 

aerogenerador  

ηg 0.8 [-] 

Eficiencia de la 

caja 

multiplicadora  

ηi 0.95 [-] 

Área de barrido  AT 23.200 m2 

Radio total  RT 2.717 m 

No. de elementos 

del álabe 

Ne 10 [-] 

Colocación del 

1er perfil= 

I 0.408 m 

Número de aspas  B 3 [-] 

Viscosidad 

cinemática  

ν 1.551E-05 m2/s 

Perfil 

aerodinámico 

      

 
Tabla 4 Variables de entrada para dimensionamiento del 

álabe 

 

Dimensionamiento del rotor 
 

El objetivo principal de los cálculos de 

dimensionamiento es determinar el área del rotor 

y el radio del álabe (Pavón, 2019). A 

continuación, se enlistan las ecuaciones para 

realizar este proceso.  

 

Velocidad nominal 

                                    (1) 

 

Potencia mecánica 

                           (2) 

 

Área de barrido del rotor 

                                    (3) 

 

Radio del álabe 

                                                       (4) 
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Velocidad angular del rotor (Ωrotor) 

                            (5) 

 

Velocidad del álabe 

                                     (6) 

 

Método BEM (Blade Element Momentum) 
 

El proceso de interacción se realiza en una hoja 

de cálculos y se determinan todos los parámetros 

del método BEM, también, se realiza el número 

de interacciones necesarias hasta cumplirse las 

condiciones del método. 

 

 
 
Figura 5 Diagrama de flujo propuesto para la aplicación 

del método BEM 

 
 

Simulación aerodinámica 
 

El análisis de la simulación estructural se basa en 

el estudio de cargas que se producen sobre el 

rotor de un aerogenerador de baja potencia. El 

análisis estructural se realiza con el software 

QBlade que está estructurado en dos módulos: 

diseño estructural del álabe y el análisis modal. 

El diseño estructural determina un modelo 

simple para un material isotrópico. Una vez 

determinado el modelo estructural, el software 

ejecuta un análisis modal. En la figura 7 se 

presenta el modelo de álabe diseñada en QBlade 

con los datos obtenidos del método BEM. Para 

el desarrollo del modelado se dividió por 

secciones y en cada sección se considera el 

ángulo torsión y la longitud de la cuerda. 

 

 
 
Figura 7 Modelado del álabe en QBlade 

 

Los casos de carga a los que está sometido 

un álabe pueden modelarse como una viga en 

voladizo con una carga uniformemente 

distribuida. En las figuras 8 y 9, se muestran los 

dos tipos de vibraciones a los que se le somete el 

álabe a través de la simulación aerodinámica en 

QBlade. Una es de tipo Flapwise que se aprecia 

en la Figura 8 y en la Figura 9 se muestra la 

vibración tipo Edgewise. Esta simulación de 

QBlade muestra cómo se produce la flexión 

sobre el eje de la cuerda creando tensiones de 

compresión y tracción en la sección transversal 

del álabe. 

 

 
 

Figura 8 Vibración Flapwise 
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Figura 9 Vibración Edgewise 

 

Simulación de cargas 
 

Los casos carga simplificados que se aplican 

para la evaluación estructural del álabe se 

resumen en la Tabla 5. Las ecuaciones que se 

emplean, se enumeran a continuación de acuerdo 

al caso de carga especificado en la norma IEC 

61400. 

 

A: Cargas de fatiga en las aspas y el eje del 

rotor 

 

Cargas en el aspa: 

         (7) 

        (8) 

                  (9) 

Cargas en el eje: 

       (10) 

      (11) 

      (12) 

 

D: Empuje máximo en el eje 

 

       (13) 

 

E: Rotación máxima del viento 

 

Fuerza centrífuga en la raíz de la pala (eje z): 

 

                (14) 

 

Momento de flexión en el eje: 

     (15) 

 

F: Corto en la conexión de carga 

 

Momento de flexión en el eje: 

                (16) 

 

 

Momento de flexión de la raíz de edgewise (eje 

x): 

        (17) 

  

H: Carga extrema del viento 

 

Momento de flexión de la raíz flapwise (eje y): 

      (18) 

 

Empuje máximo en el eje: 

      (19) 

 

Fuerza de empuje en el aspa: 

      (20) 

 

Fuerza de empuje en la torre: 

      (21) 

 

I: Carga extrema del viento 

 

Cargar del aspa, nacelle y torre: 

        (23) 

 

Resultados 

 

Selección del perfil aerodinámico 

 

De acuerdo los resultados de los criterios 

aplicados para la selección del perfil 

aerodinámico, se realiza una puntuación, en este 

caso asignando números del 4 al 1, siendo 4 al 

que mejor se adapta al criterio y 1 al que menos 

cumple la propiedad. El propósito es promediar 

las puntuaciones y seleccionar el perfil con 

mayor eficiencia. 

 

En la Tabla 5 se observa que el perfil que 

mejor cumple con los cuatro criterios es el 

NACA4421, siendo éste el que mejor satisface 

las características aerodinámicas. 
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Criterios de 

evaluación 

Perfil 

A18 BW3 NACA4421 NACA4424 

I. Manufactura 2 1 3 4 

II. Coeficiente de 

sustentación 

1 4 3 2 

III. Relación CL/CD 4 3 2 1 

IV. Ángulos de 

ataque estables 

2 3 4 1 

Promedio 2.25 2.75 3 2 

 
Tabla 5 Criterios de evaluación 

 

Dimensionado aplicando método BEM 

 

Aplicando el proceso iterativo BEM se 

determinaron los valores del radio, la cuerda y el 

ángulo de torsión que se usan para el 

dimensionado del aspa. Como se muestra en la 

Tabla 6 el álabe se dividió en 10 elementos, 

obteniendo una longitud total de 2.72 m. Y en la 

Tabla 7 se presentan los valores de las fuerzas 

aerodinámicas del álabe obtenidas también del 

método BEM. 

 
Perfil Elemento r [m] cuerda [m] β [°] Re 

Circular 0 0.08 0.19 
  

Circular 0 0.27 0.19 
  

NACA4421 1 0.41 0.33 26.45 438520.99 

NACA4421 2 0.66 0.41 17.55 486486.68 

NACA4421 3 0.92 0.33 12.19 503449.25 

NACA4421 4 1.18 0.28 7.78 532080.73 

NACA4421 5 1.43 0.24 7.51 536867.16 

NACA4421 6 1.69 0.21 3.85 538621.16 

NACA4421 7 1.95 0.18 2.60 535928.80 

NACA4421 8 2.20 0.15 1.63 518527.38 

NACA4421 9 2.46 0.12 0.84 448404.84 

NACA4421 10 2.72 0.11 0.20 434152.00 

 
Tabla 6 Resultados finales del dimensionamiento del 

álabe 

 
Elemento L D Cn Ct σ a a’ 

1 58.295 0.847 0.882 0.543 0.589 0.311 0.215 

2 86.875 1.235 0.949 0.398 0.297 0.306 0.088 

3 115.295 1.631 0.979 0.306 0.172 0.302 0.047 

4 154.463 1.829 1.028 0.239 0.116 0.343 0.031 

5 186.192 2.200 1.036 0.198 0.080 0.343 0.021 

6 217.840 2.572 1.041 0.168 0.058 0.343 0.015 

7 247.904 2.928 1.045 0.145 0.044 0.343 0.011 

8 270.364 3.219 1.048 0.128 0.034 0.343 0.009 

9 261.636 3.252 1.056 0.113 0.023 0.344 0.007 

10 279.775 3.514 1.060 0.102 0.019 0.345 0.006 

 
Tabla 7 Fuerzas aerodinámicas del álabe 

 

Simulación en QBlade 

 

En esta sección se muestran los resultados de la 

simulación realizada en QBlade. A 

continuación, se describen los resultados de la 

simulación del software Qblade. El software 

contiene módulos de simulación basado en el 

método BEM. 

 

En la figura 10 se muestran las curvas de 

potencia que el aerogenerador puede entregar 

con el modelo del álabe diseñada. En este caso, 

la simulación está en función de la velocidad del 

viento en un rango de 1 a 25 m/s. Asimismo, se 

presenta la variación de la velocidad de giro, y 

se considera un ángulo de paso de 0°.  

 

 
 
Figura 10 Curvas de potencia en relación a la velocidad 

del viento 

 

En la Figura 10, se observa que el 

aerogenerador puede entregar más de 5 kW con 

el diseño del álabe que se obtuvo.  

 
Figura 11 Distribución de las deflexiones ocasionadas por 

las cargas 

 

En la Figura 11 se muestra la distribución 

de deflexiones ocasionadas por las cargas a la 

que se sometió durante la simulación. Y en la 

tabla 8 se muestra los esfuerzos máximos 

obtenidos con la simulación estructural. 

 
Radio del aspa Máx. esfuerzo por sección [Pa] 

0.08 17707800 

0.27 14676600 

0.41 11046200 

0.66 11050400 

0.92 6127820 

1.18 6351670 

1.43 10554700 

1.69 11735600 

1.95 6846020 

2.20 15093300 

2.46 17090700 

2.72 12472800 

0.08 12537000 

0.27 10790300 

0.41 10697100 

0.66 7207970 

0.92 0 

 
Tabla 8 Evaluación del álabe por MCS 
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Resultados del MCS 
 

En la Tabla 9 se presentan los resultados 

obtenidos del cálculo del modelo de cargas 

simplificados, donde se obtienen los valores para 

cada caso de carga en este estudio. En el caso de 

carga A es un análisis de fatiga, donde se 

muestran las cargas en el aspa y en el eje, y el 

valor máximo de fatiga es la fuerza centrífuga en 

la raíz del álabe con un valor de 21421.6626 N. 

Para el caso del análisis de resistencia a la 

ruptura se presenta con mayor relevancia el caso 

de carga H, y es la fuerza de empuje sobre el eje 

con un valor de 10573.4736 N. Por otro lado, los 

valores máximos de momento para cada sentido 

del aspa son: en el sentido flapwise es de 

698.4127 Nm, y en el sentido edgewise es de 

425.5041 Nm. Para fines de ensayos, el álabe 

está sometida a cargas, en este contexto, el 

momento máximo se presenta en el sentido 

flapwise. Dicho momento debe resistir la raíz del 

álabe, que es donde está unida al buje del 

aerogenerador. Es importante mencionar, que 

este modelo ofrece un diseño robusto brindando 

mayor seguridad al sistema.  

 

 

 

 
 

Tabla 5 Casos de carga de acuerdo a la norma IEC 61400 
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Conclusiones 

 

En primera instancia se concluye que la 

metodología para la selección de perfiles 

aerodinámicos de acuerdo a los criterios 

establecidos, es aceptable. Con el objetivo de 

seleccionar el perfil óptimo por medio de una 

evaluación de alternativas, se eligió el perfil 

NACA4421. 

 

El dimensionado del álabe consistió en 

desarrollar la metodología mediante el método 

BEM. Se puede destacar que es necesario datos 

como: la velocidad de viento, coeficientes 

aerodinámicos del perfil y potencia del 

aerogenerador. Además, con resultados de la 

distribución de la cuerda y torsión se logra 

generar el modelo en QBlade. 

 

El estudio del análisis aerodinámico 

permitió garantizar que la geometría del álabe es 

apta para un aerogenerador de 5kW de potencia 

nominal. Referente al análisis estructural se 

recomienda aplicar modelo de carga 

simplificado (MCS), donde permite obtener las 

fuerzas y momentos máximos. Así, determinar 

un diseño preliminar del aerogenerador, este 

método se basa en la norma IEC 61400-2. 

 

Con los resultados presentados en el 

trabajo, se concluye que el modelo de álabe 

cumple con la eficiencia aerodinámica y con el 

límite de daño por fatiga, por lo tanto, garantiza 

su buen funcionamiento. 
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Cargas del Modelo de cálculo simplificado 

Caso de carga A - Cargas de fatiga en las aspas y el eje del rotor 

Ecuació

n 

Descripción Valores  Unidad Simbología 

  Cargas en el aspa       

IEC 21 Fuerza centrífuga en la raíz de la 

pala (eje z) 

21421.662

6 

N 
 

IEC 22 Momento de flexión de la raíz de 

edgewise (eje x) 

505.9568 Nm 
 

IEC 23 Momento de flexión de la raíz al 

flapwise (eje y) 

698.4127 Nm 
 

  Cargas en el eje     
 

IEC 24 Empuje en el eje (eje x) 1142.8571 Nm 

IEC 25 Momento del eje alrededor del eje 

x 

383.8990 Nm 

IEC 26 Momento del eje 876.9695 Nm 
 

 1 

∆𝐹𝑧𝐵  

∆𝑀𝑥𝐵  

∆𝑀𝑦𝐵  

∆𝐹𝑥−𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

∆𝑀𝑥−𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

∆𝑀𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

Caso de carga H - Carga extrema del viento 

Ecuación Descripción Valores  Unida

d 
Simbología  

IEC 38,39 Momento de flexión de la raíz 

flapwise (eje y) 

4846.1754 Nm   

IEC 40, 41 Empuje máximo en el eje 10573.4736 N   

IEC 43 Fuerza de empuje en el aspa 4699.32159

4 

N   

IEC 43 Fuerza de empuje en la torre 9879.6029 N  

  
 

IEC 43 Fuerza de empuje en la nacelle 25503.1582 N   

Caso de carga I - Carga de viento estacionado, máxima exposición 

Ecuación Descripción Valores 

SLM  

Unida

d 

 

Simbología 
 

IEC 44 Cargar del aspa 2397.6131 N   

IEC 44 Cargar nacelle 13011.8154 N 
 

IEC 44  Carga de la torre 5040.6137 N 

 1 

𝐹𝑥−𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

𝑀𝑦𝐵  

𝐹𝑇𝑜𝑤𝑒𝑟  

𝐹𝑁𝑎𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒  

𝐹𝐵𝑙𝑎𝑑𝑒  

𝐹𝑁𝑎𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒  
𝐹𝑇𝑜𝑤𝑒𝑟  

𝐹𝐵𝑙𝑎𝑑𝑒  

 1 

Caso de carga D -Empuje máximo en el eje 

Ecuación Descripción Valores  Unida

d 

Simbología 

IEC 32 Empuje máximo en el eje 4547.486

0 

N 
 

Caso de carga E - Rotación máxima del viento 

Ecuación Descripción Valores  Unida

d 

Simbología 

IEC 33 Fuerza centrífuga en la raíz de la 

pala (eje z) 

15423.59

71 

N 
 

IEC 33' Momento de flexión en el eje 368.1600 Nm 
 

Caso de carga F - Corto en la conexión de carga 

Ecuación Descripción Valores  Unida

d 
Simbología 

 

IEC 34 Momento de flexión en el eje 690.1027 Nm   

IEC 35 Momento de flexión de la raíz de 

edgewise (eje x) 

425.5041 Nm   

𝐹𝑧𝐵  

𝑀𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

𝑀𝑥−𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  

𝑀𝑥𝐵  

𝐹𝑥−𝑠ℎ𝑎𝑓𝑡  
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