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Resumen 
 

Para que una empresa sea rentable los ingresos deben 

exceder a los gastos, por lo que, las medidas que elija sobre 

su abastecimiento y consumo de energía repercuten 

directamente en el costo de producción. Este trabajo tiene 

la finalidad de examinar y cuantificar la energía que utiliza 

una máquina CNC durante su proceso de corte por medio 

de una herramienta numérica. Además, se analiza la 

relación que existe entre la velocidad de corte y los 

principales modos del espectro de potencia. Se muestra el 

impacto de la corriente eléctrica para diferentes 

velocidades de corte, los resultados de este estudio indican 

que la densidad del espectro de potencia puede ser 

suficiente para cuantificar el consumo de energía total 

durante el proceso de maquinado. La principal 

contribución de este documento es validar 

experimentalmente la atenuación del modo de frecuencia 

de orden superior de la corriente eléctrica durante el 

proceso de corte de metal. Estos resultados se pueden 

utilizar para el diseño y ajuste del control de velocidad de 

la herramienta de corte. 

 

Corte, Espectro, Frecuencia, Corriente 

Abstract 

 

In a company, income must exceed expenses for the 

business to be profitable. The choices a company makes 

about its energy sourcing and consumption can profoundly 

influence its cost of production. The purpose of this paper 

is to examine the energy consumption of the cutting tool 

of a lathe using a numerical tool CNC. This study was 

designed to examine the relationship between speed of 

cutting and the spectral modes of the power spectral 

density. This work shows the impact of the current for 

different cutting speeds, the results of this study indicate 

that the power spectral density of the current of cutting, 

may be more than enough to determinate the energy 

consumption of the manufacturing process.   The main 

contribution of this paper is the experimental validation of 

the attenuation of higher order modes of the electrical 

current at metal cutting process. These results can be used 

in the design and tuning of the speed control of the cutting 

tool. 

 

 

 

Cut, Spectrum, Frequency, Current 
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Introducción 

 

El interés del ahorro de energía en los procesos 

industriales es un tema de gran relevancia en 

cualquier empresa, el cual consiste en 

implementar métodos y estrategias para reducir 

recursos energéticos, propiciando que las 

compañías sean más rentables lo cual exige 

producir más con menos recursos energéticos, 

como lo argumenta Qianqian Zhong (2016). 

 

Marin (2018) y Castillo (2006) hacen 

mención que existen pocas técnicas para 

interpretar y cuantificar el desgaste de una 

herramienta, por medio de la corriente que 

consume durante una rutina del trabajo. Mientras 

que Vega (2019) reconoce la importancia de la 

velocidad de trabajo de las máquinas de 

mecanizado a través de conceptos teóricos, 

experiencia y experimentos de laboratorio. En la 

industria manufacturera se han tratado de 

desarrollar diferentes investigaciones con la 

finalidad de maximizar el uso de los recursos, 

como el de monitorear el funcionamiento de las 

máquinas mientras realizan un proceso 

maquinado, como son la velocidad del husillo, 

avances de corte, cambio de herramienta de 

corte, etc. Longbottom (2005), Hernández y 

González  (2011) dice que la vida útil de una 

herramienta de corte también estará en función 

de la cantidad de material que esta renueve. 

 

Reyna y Lara (2019) exponen la reducción 

de márgenes de rentabilidad para establecer la 

problemática de una empresa la cual obedece a 

la falta de planeación, verificación y control de 

objetivos que logren generar beneficios 

económicos, para así realizar los mejores 

procesos de mecanizado de corte fabricación de 

reductores. Aguilera (2007) analiza que con base 

a los resultados obtenidos en su trabajo encontró 

una adecuada relación entre la modificación de 

las condiciones de maquinado con la emisión 

acústica, en la cual un incremento de los 

espesores promedio de viruta se traducen en un 

mayor consumo energético durante el corte. 

Martínez (2007) justifica que la demanda de 

componentes mecánicos de alta calidad y gran 

exactitud para sistemas de elevada precisión está 

aumentando considerablemente en los últimos 

años a nivel mundial por lo que 

considerablemente el aumento de las 

velocidades de corte es una de las formas de 

incrementar la eficiencia de los procesos 

productivos a través de la reducción de los 

tiempos de fabricación. 

Sánchez (2016) argumenta que el fresado 

y maquinado de acabado de aceros endurecidos 

con altas velocidades ha sido limitado por el 

desgaste prematuro de la herramienta y la 

inestabilidad dinámica. Durante el maquinado el 

acabado de superficies inclinadas aparecen 

fenómenos dinámicos diferentes a aquellos que 

se presentan durante el maquinado de superficies 

planas por lo que flujo de corriente en la 

herramienta tiende a aumentar o disminuir. 

 

Cárdenas (2019)  y Aguilar (2019) 

argumentan que la incidencia de la velocidad de 

avance, profundidad de corte y velocidad de 

husillo en la rugosidad superficial en un proceso 

de torneado mediante los aceros AISI4140 y 

AISI4340 se le puede establecer la mejor 

rugosidad media (Ra) y tipo de acero para puntas 

de eje de vehículos. 

 

Seguidamente tenemos a Hernández y 

González (2011) los cuales realizaron un estudio 

experimental del efecto del volumen de metal 

cortado y de la velocidad de corte en el desgaste 

del flanco de dos insertos de carburos 

recubiertos y un cermet, durante el torneado de 

acabado en seco del acero AISI 1045 a diferentes 

velocidades de corte se comprobó el aumento o 

disminución del gasto energético. 

 

Munua y Zatarain (2006) dan a conocer los 

primeros análisis de predicción analítica del 

proceso de fresado o maquinado de una 

herramienta sobre un material se basaban en el 

dominio de Fourier ya que las fuerzas de corte 

periódicas dependen de la variación de dichas 

fuerzas y del número de términos de Fourier 

empleados para realizar la aproximación.  

 

Espada y Sanjurjo (2003) realizan un 

estudio de la corrosión que produce el ruido 

electroquímico de un metal en el momento de un 

corte, ya que la interpretación de estos datos 

pueden ser reflejados por medio de la 

transformada de wavelet y el espectro de Fourier 

donde se suelen utilizar el análisis estadístico y 

el análisis de Fourier para establecer parámetros 

que puedan caracterizar a los registros de ruido 

electroquímico de potencial e intensidad a través 

del tiempo. 
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En los procesos industriales las máquinas 

tiene variables que influyen directamente al 

gasto energético que consumen y esto afecta la 

economía de la empresa, si bien  existen casos en 

los cuales se han estudiado el por qué tan 

elevados se han vuelto los gastos , siendo un 

claro ejemplo del consumo de energía que 

genera una herramienta en un centro de 

maquinado, en la cual se estudian sus variables 

como lo es velocidad, forma de corte, desgaste 

de la herramienta o corriente que consume al 

realizar una rutina de trabajo  Munua y Zatarain 

(2006) y Villalobos (2015). Flores y Asiaín 

(2011) justifican que en la industria mecánica 

actual, concurren toda una serie de factores que 

posibilitan la introducción de modernas 

tecnologías que contribuyen a mejorar la 

efectividad y eficiencia de estos procesos. Entre 

los más importantes se pueden mencionar:  

 

‒ Reducción de gastos energéticos para la    

compañía. 

‒ Exigencias del mercado de mayor calidad, 

complejidad y precisión de los productos. 

‒ Reducción de los plazos de entrega para lo 

cual se requiere la reducción de los 

tiempos de las operaciones tecnológicas. 

‒ Mejoramiento de la calidad de los 

materiales. 

‒ Mejores acabados superficiales. 

‒ Menores costos de los productos. 

 

El objetivo de este trabajo es obtener un 

método para cuantificar y analizar el consumo de 

energía de una herramienta de corte en un CNC 

a través de la densidad de espectro de potencia 

FFT. La finalidad es mostrar el consumo 

energético que realiza dicha herramienta 

depende de la atenuación de la frecuencia de la 

corriente consumida a cierta velocidad y en 

función del tiempo.  En la figura 1 se muestra  el 

proceso para el análisis del consumo energético 

de la herramienta. 

 

 
 

Figura 1 Diagrama de flujo de las etapas de estudio 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Una vez llevado a cabo el procedimiento 

anterior se analiza el flujo de la corriente con 

respecto al desgaste de la herramienta. 

 

Densidad del Espectro de potencia de Fourier 

 

Tomasi (2003) expresa el espectro de frecuencia 

en el dominio de FFT como una función 𝑓(𝑥), 
llamándole así a las amplitudes resultantes de 

𝐴𝑛frente a las frecuencias  los cuales múltiplos 

naturales de frecuencia 𝑓𝜔 = 𝜋𝑝, como se 

muestra en la siguiente figura 2. 

 

 
 
Figura 2 Representación espectral   de las amplitudes de 

frecuencias 

Fuente: Tomasi (2003) 

  

Es habitual definir el espectro de 

frecuencias mediante los coeficientes complejos 

de la serie de Fourier. En este caso el espectro es 

la representación de |𝐶𝑛|frente a 𝜔𝑛 

siendo  𝑛 entero. La relación entre  |𝐶𝑛| y 𝐴𝑛 se 

muestra en la figura 3. 

 

  |𝐶𝑛| = |
𝑎𝑛−𝑖𝑏𝑛

2
| =

1

2
√𝑎𝑛

2 + 𝑏𝑛
2    

1

2
𝐴𝑛         (1) 

 

 

 
 

Figura 3 Representación espectral   de amplitudes de 

frecuencias mediante coeficientes complejos 

Fuente: modificado de Tomasi (2003) 
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Fernández (2000) argumenta que el 

análisis en el dominio de la frecuencia de la señal 

de las corrientes de una máquina refleja 

claramente los efectos de la excentricidad, por el 

hecho de que este análisis permite detectar 

variaciones en la señal de muy pequeña 

amplitud. Para dicho análisis en el dominio de la 

frecuencia se emplea la FFT que es un algoritmo 

para el cálculo aproximado de la transformada 

discreta de Fourier.  

  

Fernández (2000) y Thomson  (2001) 

hacen mención que la técnica espectral se ha 

empleado desde hace varios años en el 

diagnóstico de motores para detectar fallas en el 

rotor mediante el análisis delas corrientes en el 

dominio de la frecuencia y los armónicos más 

analizados son los situados al lado de la 

frecuencia fundamental. A estas frecuencias se 

les llama armónico lateral inferior 𝑓𝑖 y superior 

𝑓𝑠 , y sus magnitudes están en función del grado 

de asimetría que presenta el rotor, Flores y  

Asiaín (2011). 

 

La Técnica espectral armónica FFT antes 

mencionada se muestra gráficamente en la figura 

4. 

   
 

Figura 4 Representación espectral armónico lateral 

inferior 𝑓𝑖 y superior 𝑓𝑠 de la corriente de un motor de 

corriente directa 

Fuente: Flores y  Asiaín (2011) 

 

Desarrollo 

 

Espada y Sanjurjo (2003) justifican que el 

espectro de Fourier proporciona una función de 

la frecuencia que es la transformada de Fourier. 

Esta función es compleja: su módulo es la 

amplitud espectral y el cuadrado de la amplitud 

es la densidad de potencia espectral, DPE. Esta 

densidad espectral es, la transformada de Fourier 

del auto correlación.  

El término espectro se utiliza 

indistintamente para la amplitud y para la 

densidad de potencia representadas frente a la 

frecuencia. La DPE puede determinarse por 

varios métodos. Los más empleados son el 

método de la máxima entropía y el cuadrado de 

la transformada de Fourier. 

 

La DPE de los registros de intensidad y 

potencial parece ser un factor que suministra una 

información útil sobre el proceso y 

representación de datos en el tiempo. 

 

Para comprobar consumo energético y el 

desgaste de la herramienta CNC en  este trabajo 

es necesario  contar con técnicas de medición 

que además permite detectar en forma gráfica el 

desgaste de la herramienta y tener una 

aproximación a través del tiempo. El análisis 

espectral representa el consumo de corriente 

medida de la herramienta en el momento de la 

rutina de maquinado y al mismo tiempo se 

realiza el análisis a través de la transformada 

rápida de Fourier (FFT). 

 

Miyara y Lahoz (2003) argumentan que el 

espectro de frecuencias está compuesto por un 

espectro de amplitud y uno de fase. En su 

artículo mencionan que a pesar de que éstas 

definen por complejo a la función considerada, 

sucede frecuentemente que lo más importante no 

es la amplitud, sino su valor cuadrático medio, 

por estar directamente vinculado con la potencia. 

Si 𝑔(𝑡) es una función periódica potencial se 

puede calcular con la siguiente  expresión  

matemática  (4): 

 

 𝑔(𝑡) =  𝐶0 + ∑ 𝐶𝑛 cos(𝑛𝜔 + 𝜑)∞
𝑛=1            (2) 

 

𝑔(𝑡) =  𝐺0 + ∑ √2𝐺𝑛
∞
𝑛=1  cos(𝑛𝜔 + 𝜑)         (3) 

 

                𝑔(𝑡) =  𝐶0 + ∑ 𝐺𝑛2∞
𝑛=1                       (4) 

 

Donde: 

 

𝐺𝑛2 es el valor cuadrático medio del armónico 

de orden n. Se le denomina espectro de potencia 

de 𝑔(𝑡)a la representación gráfica de los 𝐺𝑛2 en 

función de 𝑛 o bien en función de la frecuencia 

  𝑛/𝑇 o de la frecuencia angular 𝜔 = 2𝜋𝑛/𝑇. 

 

 

 

 

 

 

Armónico 

Lateral 

Inferior Armónico Lateral Superior 

Armónico Fundamental  

C
o
rr
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n
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 (

d
B

) 

Frecuencia en (htz) 
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Resultados 

 

Adquisición y lectura de datos de la corriente 

de la herramienta 

 

Para la obtención y adquisición de consumo de 

corriente se adapta un sensor efecto hall a un 

circuito integrado que al mismo tiempo va 

conectado al paso de corriente de la herramienta 

de corte CNC, una vez que está conectado, se da 

inicio a la rutina de maquinado a una velocidad 

constante, el cual apertura al sensor de corriente 

como se muestra en la figura 6. 

 

Se consideran dos diferentes lecturas de 

datos las cuales se realizaron durante la rutina de 

maquinado que corresponde a 150 segundos. En 

esta sección se muestran los resultados de las 

pruebas que se obtuvieron analizando el 

consumo energético a través del tiempo. 

 

 
  

 

Gráfico 1 Posición espectral de potencia del consumo 

energético de la herramienta de corte nueva y usada CNC 

Fuente: Elaboración Propia 

 

Como se muestra en el gráfico 1 la 

posición de la corriente  marcada con color azul 

es mayor  en dos puntos ya que lo picos 

representan el maquinado de corte en diferentes 

áreas, esto se debe a que el consumo de la 

corriente directa  en momento del maquinado es 

mayor con una herramienta de corte que ha 

sufrido desgaste, el color rojo corresponde a la 

posición  de la corriente para una herramienta 

nueva y finalmente el verde es la rutina sin 

realizar el corte, es decir el motor realiza la 

rutina de maquinado en vacío.   

 

Cabe mencionar que el sensor con el que 

obtuvieron las lecturas de corriente tiene un 

rango de medición de -5 a 5 volts y  -5 a 5 

amperes como se muestra en la siguiente figura 

5. 

 
 

Figura 5 Representación gráfica de la medición de 

corriente que proporciona el sensor 

Fuente: Elaboracion Propia 

 

El levantamiento de las lecturas en el 

laboratorio y la conexión del sensor con el CNC 

se realizaron físicamente como se muestra en la 

siguiente figura 6.  

Figura 6 Conexión física del sensor con el CNC 

Fuente: Elaboración Propia 
 

La parte de color amarilla mostrada en la 

figura 4 es la herramienta de corte, para este 

trabajo se hace las respetivas rutinas en el CNC 

para así poder maquinar sobre aluminio y 

obtener las lecturas de la corriente en pantalla. 

 

Modelado del espectro de potencia de Fourier 

del flujo de corriente de la herramienta 

 

Para el cálculo del espectro de potencia del 

consumo energético de las rutinas de 

maquinado, se utiliza la información obtenida en 

los 150 segundos de tiempo ,aplicadas en las 

ecuaciones 6 y 7 para obtener el área bajo la 

curva.  

 

  En el siguiente gráfico 2 se muestra la 

interpretación de la corriente, para el espectro de 

color rojo se refiere al consumo energético de 

corriente  para una herramienta de corte nueva y 

para el  color azul para el consumo energético de 

una herramienta con desgaste.  
    

Herramienta 

de corte 

CNC 

C
o

rr
ie

n
te

 e
n
 A

m
p

er
es

 

Posición en el tiempo (t) 

Visor de lecturas 

Circuito y conexión del 

sensor de corriente 

+5 A < = > 5V 

0 A < = > 2.5V 

-5A < = > 0V 
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Gráfico 2 Espectros de potencia del consumo energético 

de la herramienta de corte nueva, usada y sin maquinar. 

Fuente: Elaboracón Propia 

 

Para el color verde le corresponde al 

espectro de potencia de la corriente cuando la 

maquina CNC  no se encuentra en rutina de 

maquinando y solo se hace medición de la 

corriente. 

 

Rivera y López (2011) argumentan que el 

contenido de energía 𝑓(𝑡) esta dado por 
1

2𝜋
 

multiplicado por el área abajo la curva |𝐹(𝜔)|2𝑃 

donde|𝐹(𝜔)|2es el espectro de energía o 

densidad de energía espectral de 𝑓(𝑡).El 

espectro o densidad de energía  𝑓(𝑡) es infinito 

en un intervalo de frecuencia definiéndose de la 

siguiente manera: 

 

𝐸 = ∫ |𝑓(𝑡)|2 𝑑𝑡
∞

−∞
 =

1

2𝜋
 ∫ |𝐹(𝜔)|2 𝑑𝜔

∞

−∞
      (5) 

 

Para las funciones anteriores, la potencia 

promedio en el intervalo 𝑇 se aproxima a infinito 

de la siguiente manera: 

 

  lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |𝑓(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 0

𝑇

2

−
𝑇

2

                                 (6) 

 

Con respecto la ecuación (6) se considera 

el caso de estudio para las tres señales antes 

mencionadas en el grafico 2 quedando de la 

siguiente forma la expresión matemática. 

 

 
1

𝑇2−𝑇1
∫ |𝑓(𝑡)|2
𝑇2

𝑇1
 𝑑𝑡                                                 (7) 

 

Sustituyendo las 3 señales del consumo 

energético señaladas, nos calcula el área bajo la 

curva. 

 

Cabe señalar que intervalos de integración 

de la ecuación (7) para las tres señales se 

enmarcan en de color amarillo T1:0 Hz y T2:70 

Hz y los respectivos resultados de dichas 

integrales se muestran en la tabla1. 

 

 

Tabla 1 Datos de la integración de la energía espectral de 

las señales 

Fuente: Elaboracón Propia 

 

Para obtener el área bajo la curva se utiliza 

el toolboox de análisis numérico de Matlab para 

las tres señales del gasto energético del gráfico 

1.  Para calcular la potencia promedio (𝑃𝑝) en 

porcentaje del consumo energético se analizan 

dos casos los cuales se toman los datos de la 

tabla 1 obteniéndose los siguientes resultados: 

 

Caso1: 
 

 𝑃𝑝 =  
𝐻𝐶𝐷

𝐻𝑁
𝑥 100 =8.800%   

 

Caso2: 
 

𝑃𝑝 =  
𝐻𝐶𝐷

𝑆𝑁
𝑥 100 =15.840% 

 

Conclusiones 

 

Él espectro frecuencia de Fourier para el análisis 

de corrientes, es una herramienta fundamental 

para el avance de ingeniería e investigación, así 

como para diversas aplicaciones en otros campos 

relacionadas con los consumos energéticos 

industriales. En este artículo se expone una 

técnica de espectro frecuencia medido Hertz  que 

permite cuantificar de forma precisa el consumo 

que hace una herramienta en el momento del 

maquinado, dicho espectro se obtiene usando el 

toolbox de procesamiento de señales de 

MATLAB. 

 

Al analizar cada espectro del gráfico 1 el 

comportamiento de corriente en cada señal se 

puede cuantificar y al mismo tiempo señalar con 

que herramienta y cuanto es el consumo 

energético de una herramientas de corte. Para 

una empresa que tiene integrado a sus procesos 

manufactureros máquinas de control numérico 

CNC pueden analizar su consumo de energía por 

medio de este método y técnica propuesta en este 

trabajo. 

 

Herramienta con 

desgaste (HCD) 

Herramienta nueva 

(HN) 

Sin maquinar 

(SN) 

3.960 0.045 0.025 

| 𝑦
(𝑓

)|
 

Frecuencia en (Htz) 
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La implementación del método propuesto 

aplicando espectro de potencia al consumo 

energético de una herramienta CNC, permite 

cuantificar el consumo de energía utilizado en 

las máquinas de corte y elegir la velocidad 

óptima, así como su herramienta durante un 

proceso de maquinado. 
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Resumen 

 

El hidrógeno es un portador de energía atractiva y la 

electrólisis del agua es el proceso de producción más 

eficiente de H2. Para esto se utilizan los electrolizadores 

tipo PEM, sin embargo, la REO es la reacción limitante 

siendo esta el caso de estudio. En el presente trabajo se 

desarrolló materiales basados en IrO2 y WO3 en diferentes 

mezclas 100, 70:30, 50:50, 30:70, respectivamente, 

mediante una mezcla mecánica a partir de dos síntesis de 

reducción química. La obtención del IrO2 se llevó a cabo 

mediante 6.25mM de IrCl3 disuelto en alcohol 

isopropílico ajustando el pH con 1M de NaOH y se aplicó 

un reductor de NH4OH a 0.5M ajustando un pH básico de 

13. El precursor obtenido se filtró y se calcinó a 400°C 

durante 1hr. El WO3 se obtuvo a partir de 10mM de WCl6 

disuelto en alcohol isopropílico y polietilenglicol, 

generando un precursor de W(OH)x seguido de un proceso 

de calcinación a 500° C por 1hr.  Se caracterizó el material 

mediante técnicas electroquímicas de VC, VL y EIE. El 

material IrO2-WO3 (50:50) presenta una menor energía de 

sobrepontencial a temperatura ambiente, y una densidad 

de corriente máxima cercana a 20 mA/cm2 a 1.8 V vs 

Hg/Hg2SO4. 

 

Electrolizador, Nanopartículas, Reacción de Evolución 

de Oxígeno 

Abstract 

 

The hydrogen is an attractive energy carrier and 

electrolysis of water is the most efficient to H2 production 

process. The OER in the anode is the limiting reaction 

being the case of study. In the present work materials 

based on IrO2 and WO3 were developed in different 

mechanical mixing 100, 70:30, 50:50, 30:70, respectively, 

by means of a mechanical mixture from two chemical 

reduction syntheses. The IrO2 was obtained by 6.25 mM 

of IrCl3 dissolved in isopropyl alcohol by adjusting the pH 

with 1M NaOH and a 0.5 mol NH4OH reductant was 

applied by adjusting a basic pH of 13. The obtained 

precursor was filtered and calcined at 400 ° C for 1hr. WO3 

was obtained from 10mM WCl6 dissolved in isopropyl 

alcohol and polyethylene glycol, generating a precursor of 

W (OH)x followed by a calcination process at 500 ° C for 

1hr. The material was characterized by electrochemical 

techniques of CV, LV and EIS. The IrO2-WO3 (50:50) 

material has lower activation energy of overpotential at 

room temperature, and a maximum current density close 

to 20 mA /cm2 at 1.8V vs Hg/Hg2SO4. 

 

 

 

Electyrolyzer, Nanoparticles, Oxygen Evolution 

Reaction 
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Introducción 

 

La contaminación ambiental hoy en día es un 

tema primordial a nivel mundial, las líneas de 

investigación buscan la obtención de aire limpio 

a través de la generación de electricidad verde. 

Si se reemplazan los combustibles fósiles por la 

electricidad verde, podemos reducir las 

emisiones de CO2 y otros contaminantes [15]. Se 

estima que en el año 2015 se utilizaron alrededor 

de 9384 millones de toneladas equivalente de 

petróleo para la generación de energía [2].  

 

Sin duda alguna es una cifra elevada de 

combustible fósil que, no obstante, presenta 

muchas desventajas como la ineficiencia en la 

transformación de energía, la producción de 

gases de efecto invernadero, lluvia ácida, y otros 

temas de impacto ambiental. Por otra parte, la 

principal desventaja del uso de combustibles 

fósiles es que se considera que para el año 2112 

ya no exista ninguna reserva de estos 

combustibles [2].   

 

Por los motivos antes mencionados, las 

energías renovables y los sistemas de 

almacenamiento de Hidrógeno son propuestos 

como alternativas para no depender de los 

combustibles fósiles y mejorar la contaminación 

ambiental [3, 14 & 16]. Por otra parte, se sabe 

que la molécula de Hidrógeno tiene más 

densidad gravimétrica comparada con los 

combustibles fósiles [2].  Sin embargo, la 

molécula de Hidrógeno no se encuentra de forma 

libre en la naturaleza. Una de las maneras 

limpias de obtener H2 es por medio de la 

electrólisis del agua, pero la problemática es que 

se necesita gran cantidad de energía para llevar a 

cabo la separación de las moléculas de agua y 

por consecuente el precio es también elevado [4-

5].    

 

Existen varias tecnologías para llevar a 

cabo la electrólisis del agua, en las que destacan 

los electrolizadores de membrana de 

intercambio protónico (PEM), la cual es 

considerada la tecnología más prometedora para 

implementar el Hidrógeno en la economía [4, 13 

& 18]. Si comparamos la tecnología de los 

sistemas tipo PEM con los electrolizadores de 

agua alcalina, podemos presenciar que los 

primeros presentan una clara ventaja, como alta 

eficiencia energética, alta densidad de corriente 

operativa, mejor confiabilidad, electrólito 

sólido, primer arranque y operación segura [1 & 

19].  

En este tipo de tecnologías (PEM) se usa 

un medio ácido el cual es la membrana, para el 

intercambio de protones (H+). La membrana al 

presentar grupos R-SO3H altamente 

desprotonables, facilitan el transporte de los H+ 

a través de la misma, permitiendo llegar estos 

protones desde el ánodo donde ocurre la 

oxidación, hasta el cátodo donde ocurre la 

reducción.  

 

Lamentablemente, la desventaja de este 

sistema se presenta en la parte anódica, cuya 

limitante es la reacción de evolución de oxígeno 

(REO), dado que esta se presenta de manera más 

lenta que la reacción de evolución de hidrógeno 

(REH) [2 & 20].  Actualmente se tiene 

conocimiento que los óxidos metálicos nobles 

tipo rutilo como el IrO2 y el RuO2 son 

considerados más eficientes para la REO en los 

electrolizadores tipo PEM [6, 9 & 12]. 

Comparando estos materiales, el RuO2 presenta 

mejor actividad catalítica que el IrO2, pero 

menor estabilidad que el IrO2 en un medio ácido 

[1].  

 

Por tal motivo el IrO2 es considerado el 

candidato más prometedor para la REO [11]. El 

rendimiento de estos catalizadores en la REO 

depende en gran medida de las propiedades 

estructurales y / o morfológicas como el tamaño 

de partícula, la forma, el área de superficie, y la 

disposición de los átomos de la superficie [10].  

 

Entonces el alto costo de estos 

electrolizadores tipo PEM se debe al uso de 

metales nobles costosos como Pd y Pt en el 

cátodo para la REH, e Ir y Ru en el ánodo para 

la REO [8 & 17]. Hoy en día, para reducir los 

costos de estos óxidos metálicos en los 

electrolizadores PEM se considera la 

combinación del IrO2 con otros materiales 

menos costosos, como SnO2, Ta2O5, Nb2O5 y 

Co3N [7, 8 & 17]. 

 

Por tal motivo el presente trabajo se enfoca 

en disminuir el costo de esta tecnología, llevando 

a cabo el desarrollo de materiales basados en 

IrO2 y WO3 en diferentes mezclas 100, 70:30, 

50:50, 30:70, respectivamente, mezclando 

dichos materiales mecánicamente a partir de una 

síntesis de reducción química y sol gel. 
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Parte experimental 

Síntesis para la obtención de WO3 

 

Se realizó una síntesis sol-gel preparando una 

solución de 10 mM de WCl6 en 40 ml de alcohol 

isopropílico y 5% en volumen de polietilenglicol 

como agente modificante. La solución se 

sometió a agitación constante durante 2 horas a 

60 °C sucesivamente se evaporó el alcohol a 80 

°C durante 52 hrs. Como resultado de la 

deshidratación se obtuvo un precursor que 

finalmente se calcinó a 500 °C en una mufla 

durante 1 hr. Como resultado se obtuvo WO3. 

 

Síntesis para la obtención de IrO2 

 

Se realizó una síntesis coloidal a partir de una sal 

precursora, se partió de 6.24 mM de IrCl3. Se 

mezcló con 25 ml de alcohol isopropílico a una 

agitación constante durante 10 minutos. 

Seguidamente le agregamos 1 ml de 1 M de 

NaOH con el objeto de obtener una sustitución 

química y formar hidróxidos. Sucesivamente se 

agregó una solución 0.5 M de NH4OH mediante 

un proceso de goteo durante 2 horas con el objeto 

de monitorear el pH a cada 15 minutos. 

Sucesivamente se deshidrató la solución durante 

24 horas a 100˚ C. Por último, pasadas las 24 

horas, la solución se calcinó 400˚ C durante 1 

hora con un paso de 5°C/min. Sucesivamente fue 

mezclado mecánicamente con WO3 a 

proporciones de 30, 50, y 70 % en peso de IrO2. 

 

Caracterización electroquímica 

 

El equipo que se utilizó para esta caracterización 

fue un Potenciostato/Galvanostato SP-150 de la 

marca biologic, con el cual obtuvimos los 

parámetros electroquímicos. Se realizaron 

pruebas como Voltamperometría Cíclica (VC), 

Voltamperometría Lineal (VL) y Espectroscopía 

de Impedancias (EIS). Todas las pruebas fueron 

realizadas en una celda de Pt impresa (figura 1) 

en condiciones de un electrolizador en un medio 

de 0.5M de H2SO4 a temperatura ambiente.  

 

 
 

Figura 1 Celda de Pt impresa y 

Potenciostato/Galvanostato 

Fuente: Elaboración Propia 

Resultados y Discusión 

 

Se determinaron los perfiles de los materiales 

IrO2 al 100 % (figura 2) mediante un 

voltamperograma cíclico.  Es posible observar 

los picos característicos cercanos a  0.5 V vs 

Hg/Hg2SO4 y cercanos a 0 V vs Hg/Hg2SO4  

atribuidos al par de transición redox  del Ir (III) / 

Ir (IV ) y Ir (IV) / Ir (VI)  de los grupos 

superficiales de oxi-iridio. De igual manera es 

posible observar la evolución de Oxígeno a 

potenciales cercanos a los 0.8 V vs Hg/Hg2SO4. 

Obteniendo una densidad de corriente de hasta 

10mA/cm2. 
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Figura 2 Voltamperograma cíclico del IrO2 a temperatura 

ambiente y en un medio 0.5M de H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 3 se observa el perfil del IrO2-

WO3 (70:30), es posible observar una presencia 

resistiva atribuida al WO3 opacando los picos 

característicos del material IrO2 sin embargo se 

observa un incremento de la densidad de 

corriente superior al doble (20 mA/cm2), esto 

posiblemente atribuido a la contribución del 

WO3 en la reacción de evolución de Oxígeno. 
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Figura 3 Voltamperograma cíclico del IrO2-WO3 (70:30) 

a temperatura ambiente y en un medio 0.5M de H2SO4. 

Fuente: Elaboración Propia 
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En la figura 4 se aprecia la mezcla del 

IrO2-WO3 (50:50), es posible observar un perfil 

parecido a la figura 1, sin embargo, de igual 

manera se puede observar el incremento de una 

capacitancia, esto posiblemente atribuido a la 

contribución de unión mecánica de los 

elementos y una dispersión heterogénea de los 

materiales.  
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Figura 4 Voltamperograma cíclico del IrO2-WO3 (50:50) 

a temperatura ambiente y en un medio 0.5M de H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 
 

Al incremento del material WO3 (figura 5), 

la electrocatálisis de la reacción de evolución de 

oxígeno se ve afectada, disminuyendo la 

densidad de corriente, sin embargo, el cargado 

de la doble capa es más rápido, atribuyéndose al 

WO3 y reduciendo su capacitancia y el 

sobrepotencial de activación para llevar la 

reacción de evolución de Oxígeno. 
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Figura 5 Voltamperograma cíclico del IrO2-WO3 (30:70) 

a temperatura ambiente y en un medio 0.5M de H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 

 

 

 

En la figura 6 se puede observar las 

voltamperometrías lineales de los distintos 

materiales sintetizados y mezclados en 

diferentes proporciones. Es posible observar que 

al incremento de WO3 el sobrepotencial de 

activación aumenta, sin embargo, conserva un 

rendimiento de igual proporción al 50:50. El 

IrO2 100% presenta un rendimiento con mayor 

calidad, sin embargo, el material 50:50 contiene 

la característica de reducción de costo y 

rendimiento adecuado para llevar a cabo la 

reacción de evolución de oxígeno.  
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Figura 6 Voltamperometrías lineales de los materiales 

sintetizados en proporciones de IrO2 mezclado con WO3 

en diferentes proporciones a Temperatura ambiente y en 

un medio de 0.5M de H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 
 

Se determinaron las resistencias a altas 

frecuencias y a la transferencia de carga 

mediante Espectroscopía de Impedancia 

Electroquímica. En la figura 7 se observa que el 

material IrO2 presenta un semicírculo atribuido a 

la reacción de evolución de oxígeno teniendo 

una resistencia a altas frecuencias de 8 Ωcm2 y 

una resistencia a la transferencia de carga de 22 

Ωcm2. Es posible observar que a potenciales de 

0.6V vs Hg/Hg2SO4 ya existe un dominio de la 

parte de transferencia de masa, llevada a cabo 

por la absorción en la superficie del electrodo de 

burbujas de O2 las cuales se van acumulando 

sobre la superficie rugosa del material hasta 

evolucionar a la superficie. 
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Figura 7 Espectro de impedancia electroquímica del 

material IrO2 a temperatura ambiente a 0.6V vs 

Hg/Hg2SO4 en un rango de 1MHz a 100mHz en H2SO4. 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 8 es posible observar la 

presencia de dos semicírculos atribuidos a una 

reacción acoplada a 0.6V vs Hg/Hg2SO4 es 

posiblemente por la reacción superficial que 

presenta el WO3 en la presencia de evolución de 

oxígeno, generando sobre la superficie del 

electrodo algún oxido superficial se llega a dar 

con gran velocidad durante la cinética de la 

reacción. De igual manera se observa la 

disminución de la resistencia a altas frecuencias 

a 6 Ωcm2 y una resistencia a la transferencia de 

carga de 14 Ωcm2 atribuida a la reacción de 

evolución de Oxígeno y una segunda reacción 

acoplada de 54 Ωcm2 atribuida a la reacción 

superficial del WO3 la cual se puede observar 

durante la reacción en la voltamperometría 

cíclica. 
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Figura 8 Espectro de impedancia electroquímica del 

material IrO2-WO3 (70:30) a temperatura ambiente a 0.6V 

vs Hg/Hg2SO4 en un rango de 1MHz a 100mHz en H2SO4. 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 9 se observa una disminución 

de 5.4 Ω cm2 de la resistencia en serie atribuido 

a la disminución de la energía de sobrepotencial 

para llevar a cabo la reacción de evolución de 

oxígeno y una resistencia a la transferencia de 

carga de 20.9 Ωcm2 teniendo una contribución a 

la generación de un segundo semicírculo, pero 

una desorción más rápida que en la figura 7, esto 

atribuido a la generación de O2 y control de 

transferencia de masa a menor frecuencia de 

barrido. 
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Figura 9 Espectro de impedancia electroquímica del 

material IrO2-WO3 (50:50) a temperatura ambiente a 0.6V 

vs Hg/Hg2SO4 en un rango de 1MHz a 100mHz en H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 

 

En la figura 10 podemos observar un 

control absoluto de la transferencia de masa a 

0.6V vs Hg/Hg2SO4 las resistencias son 

incrementadas debido a la presencia superior del 

WO3 deduciendo que actúa como un soporte y 

no como un electrocatalizador sin embargo en 

exceso bloquea sitios activos del IrO2 para llevar 

a cabo la reacción de evolución de Oxígeno. 
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Figura 10 Espectro de impedancia electroquímica del 

material IrO2-WO3 (30:70) a temperatura ambiente a 0.6V 

vs Hg/Hg2SO4 en un rango de 1MHz a 100mHz en H2SO4 

Fuente: Elaboración Propia 
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Conclusiones 

 

Se obtuvieron materiales basados en IrO2 y WO3 

en diferentes mezclas 100, 70:30, 50:50, 30:70, 

respectivamente, mediante una mezcla mecánica 

a partir de dos síntesis de reducción química.  Se 

caracterizó el material mediante técnicas 

electroquímicas de VC, VL y EIE. El material 

IrO2-WO3 (50:50) presenta una menor energía 

de sobrepontencial de activación a temperatura 

ambiente, y una densidad de corriente máxima 

cercana a 20 mA/cm2 a 1.8 V vs Hg/Hg2SO4. De 

acuerdo a las resistencias de impedancia 

electroquímica se obtuvo una resistencia a altas 

frecuencias de 5.4 Ω y una resistencia a la 

transferencia de carga de 20.9 Ωcm2. Se redujo 

el costo al utilizar el 50% del material IrO2 y la 

utilización de un material conductor y soporte 

como lo es el WO3. Siendo un material propicio 

para la reacción de evolución de Oxígeno en un 

electrolizador. 
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Resumen 

 

En el proceso de diseño en ingeniería, es de particular 

relevancia el planteamiento de los problemas que han 

de ser resueltos para garantizar un diseño óptimo de las 

propuestas de solución. No existe una regla general para 

esto, y en el caso particular de la síntesis de mecanismos 

planos, la solución depende estrechamente del 

planteamiento del problema de diseño o síntesis del 

mecanismo.  El objetivo de este trabajo es presentar una 

propuesta al planteamiento del problema de síntesis de 

un mecanismo plano de cuatro barras para seguimiento 

de trayectorias cartesianas. El problema de síntesis del 

mecanismo se plantea como un problema de 

optimización no lineal con restricciones no lineales. En 

este trabajo se consideran cuatro diferentes enfoques 

con el fin de mostrar el impacto del planteamiento 

inicial del problema de optimización en su solución. La 

solución de los cuatro problemas de optimización se 

obtiene mediante cálculos numéricos con algoritmos 

genéticos. Los resultados numéricos de los cuatro 

planteamientos se comparan bajo condiciones justas y 

muestran la gran influencia del planteamiento inicial 

del problema en su solución. 

 

Mecanismos, Optimización, Planteamiento del 

problema 

 

 

Abstract 
 

In the engineering design process, it is of particular 

relevance the problem statement that has to be solved to 

guarantee an optimal design. There is no general rule 

for this, and in the particular case of the synthesis of flat 

mechanisms, the solution strongly depends on the 

problem statement for the design or mechanism 

synthesis. The object this paper is presenting one 

proposal at synthesis problem of a four-bar flat 

mechanism for cartesian trajectory tracking. The 

mechanism synthesis problem is stated as a nonlinear 

optimization problem with non linear constraints. Four 

different approaches are considered in order to 

demonstrate the impact of the considered statement of 

the optimization problem for its solution. The solution 

of the four optimization problems is obtained by means 

of numerical calculations using genetic algorithms. The 

numerical results of the four optimization problem 

statemens are compared under fair circumstances and 

they depict the great influence of the initial problem 

statement for its solution. 

 

 

 

Mechanisms, Optimization, Problem statement 
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Introducción 

 

El planteamiento del problema en el proceso de 

diseño en ingeniería es una tarea amplia y 

sumamente importante que necesita de diversas 

habilidades y conocimientos para obtener 

resultados satisfactorios y un diseño óptimo. En 

el caso particular de diseño de mecanismos y en 

específico de la síntesis de mecanismos planos la 

solución recae en el planteamiento del problema 

de diseño o síntesis del mecanismo y en este 

trabajo, se presenta el planteamiento del 

problema de síntesis dimensional de un 

mecanismo plano de cuatro barras para el 

seguimiento de trayectorias cartesianas. 

 

El problema de síntesis de mecanismos es 

un tema muy estudiado en la comunidad 

científica y estos se pueden clasificar en las 

técnicas utilizadas para resolverlos. Se tienen 

técnicas modernas como la optimización no 

lineal como en [1], en donde Vallejo, et al, 

proponen un método para la síntesis óptima de 

mecanismos planos con pares inferiores y la 

configuración de cualquier tipo; Vasiliu, et al, 

resolvieron un problema de síntesis dimensional 

de mecanismos planares utilizando redes 

neuronales, propusieron un método original para 

sintetizar las dimensiones de un mecanismo 

plano [2].  

 

También se tienen trabajos utilizando 

algoritmos genéticos como en [3], en donde 

Quintero, et al, realizaron una síntesis de 

generación de trayectoria y movimiento para 

múltiples posiciones, haciendo una extensión de 

un mecanismo de cuatro barras, a uno de seis 

barras para la generación de guiado de cuerpo. 

Cabrera, et al, realizaron un método para la 

síntesis óptima de mecanismos trabajando con 

algoritmos genéticos, utilizaron los problemas 

de síntesis de mecanismos planos de cuatro 

barras para probar el método [4]. Eduardo, et al, 

presentaron la síntesis de un mecanismo de 

cuatro barras para el seguimiento de una 

trayectoria lineal de seis puntos, presentó el 

problema de síntesis como un problema de 

optimización numérica, utilizó evolución 

diferencial como parte de la técnica de 

optimización [5].  

 

Así como estos trabajos existen aún más 

donde cada uno presenta un enfoque diferente en 

el planteamiento del problema para la resolución 

de problemas de síntesis de mecanismos.  

 

En este trabajo se presenta en la sección 2 

una explicación en general de lo que es síntesis, 

se introduce al problema de síntesis del 

mecanismo de cuatro barras (M4B), se obtiene la 

cinemática del M4B y la del acoplador, por 

último, se define la trayectoria deseada. En la 

sección 3 se ofrece una breve explicación de un 

algoritmo genético y de las partes que lo 

conforman. En la sección 4 se plantea el 

problema de síntesis como un problema de 

optimización numérica (estrategia de 

optimización). En la sección 5 se describe la 

metodología utilizada en este trabajo, y por 

último en la sección 6 se presentan los 

resultados, en la sección 7 las conclusiones del 

trabajo y en la sección 8 se tienen las referencias. 

 

Síntesis de mecanismos  

 

En mecánica el termino síntesis, se refiere al 

diseño o creación de un mecanismo para obtener 

un movimiento deseado [11]. 

 

La síntesis o el problema de síntesis se 

divide en tres partes, síntesis de tipo, síntesis de 

número y síntesis dimensional.  

 

La síntesis de tipo se refiere a la clase de 

mecanismo seleccionado, por ejemplo, un 

sistema de levas, bandas, poleas o mecanismos 

planares [6].  

 

La síntesis de número se ocupa del número 

de eslabones y de articulaciones o pares que se 

requieren para obtener una movilidad 

determinada [6]. 

 

La síntesis dimensional es la encargada de 

determinar las dimensiones de los eslabones de 

forma individual [6]. 

 

El problema de síntesis dimensional se 

subdivide en 3 categorías: generación de 

funciones, guiado de sólidos y generación de 

trayectoria. 

 

En la categoría de generación de 

funciones, se trata de que un elemento de salida 

gire, oscile, o tenga un movimiento alternativo, 

según una función del tiempo, o bien, una 

función del movimiento de entrada especificada 

[6]. 

 

La categoría de guiado de solidos reside en 

mover un objeto de una posición a otra [6]. 
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Por último, en la categoría de generación 

de trayectoria implica lograr que un punto del 

acoplador genere una trayectoria previamente 

establecida [6].  

 

Problema de síntesis del mecanismo de cuatro 

barras 

 

Para el problema de síntesis de mecanismo, se 

presenta el mecanismo de cuatro barras (M4B) 

en la figura 1, las partes que lo componen son: 𝑟̅1 

eslabón de referencia y su ángulo 𝜃1, 𝑟̅2 eslabón 

de entrada o manivela y su ángulo 𝜃2, 𝑟̅3 eslabón 

acoplador y su ángulo 𝜃3, 𝑟̅4 eslabón de salida u 

oscilador y su ángulo 𝜃4, 𝑟̅𝑝 eslabón guía y su 

ángulo 𝛼. 

 

 
Figura 1 Mecanismo de cuatro barras 

 

El primer paso para el planteamiento de un 

problema de síntesis es identificar qué tipo de 

síntesis y qué tarea realizará el mecanismo que 

se desea diseñar, en el presente trabajo se plantea 

un problema de síntesis dimensional de un 

mecanismo plano de cuatro barras para el 

seguimiento de una trayectoria. 

 

Cinemática del M4B 

 

Una vez establecido el mecanismo, el tipo de 

síntesis y la tarea a realizar, se debe obtener la 

cinemática del mecanismo. La cinemática es el 

estudio de la posición, el desplazamiento, la 

rotación, la rapidez, la velocidad y la aceleración 

[6] y para este trabajo sólo se considera el 

análisis de posición del mecanismo. 

 

Para el cálculo de la cinemática del M4B 

primero se obtiene la ecuación de circuito 

cerrado descrita por la ecuación 1 (Para una 

explicación detallada consultar en [7]. 

 

 

𝑟2 + 𝑟3 = 𝑟1 + 𝑟4                                              (1) 

 

Aplicado la forma polar a cada uno de los 

elementos de la ecuación 1, se obtiene: 

 

𝑟2ⅇ
𝐽𝜃2 + 𝑟3ⅇ

𝑗𝜃3 = 𝑟1ⅇ
𝑗𝜃1 + 𝑟4ⅇ

𝑗𝜃4                   (2) 

 

Aplicando la ecuación de Euler a la 

ecuación 2 y separando la parte real de la 

imaginaria se obtiene la ecuación 3. 

 

𝑟2cos𝜃2 + 𝑟3 cos 𝜃3 = 𝑟1 cos 𝜃1 + 𝑟4 cos 𝜃4  

𝑟2 sin 𝜃2 + 𝑟3 sin 𝜃3 = 𝑟1 sin 𝜃1 + 𝑟4 sin 𝜃4    (3) 

 

Para obtener la posición angular de 𝜃4, el 

lado izquierdo del sistema de ecuaciones (3) 

debe expresarse en términos de 𝜃3, como la 

ecuación 4. 

 

𝑟3 cos 𝜃3 = 𝑟1 cos 𝜃1 − 𝑟2cos𝜃2 + 𝑟4 cos 𝜃4  

𝑟3 sin 𝜃3 = 𝑟1 sin 𝜃1 − 𝑟2 sin 𝜃2 + 𝑟4 sin 𝜃4    (4) 

 

Elevando al cuadrado y sumando sus 

términos de la ecuación 4, se obtiene la ecuación 

de Freudenstein en forma compacta [6], 

ecuación 5. 

 

 𝐴 cos 𝜃4 + 𝐵 sin 𝜃4 + 𝐶 = 0                           (5) 

 

donde: 

 

𝐴 = 2𝑟4(𝑟1 cos 𝜃1 − 𝑟2 cos 𝜃2)  
𝐵 = 2𝑟4(𝑟1 sin 𝜃1 − 𝑟2 sin 𝜃2)  
𝐶 = 𝑟1

2 + 𝑟2
2 − 𝑟3

2 + 𝑟4
2 − 2𝑟1𝑟2 cos(𝜃1 + 𝜃2)  

 

La ecuación 5 presenta una única incógnita 

𝜃4 pero es argumento de dos funciones 

diferentes, por lo tanto, se deben aplicar las 

siguientes identidades trigonométricas (ecuación 

6). 

 

cos 𝜃 =
1−tan2𝜃

2

1+tan2𝜃

2

  

sin 𝜃 =
2 tan

𝜃

2

1+tan2𝜃

2

                                                 (6) 

 

Sustituyendo la ecuación 6 en la ecuación 

5, se obtiene la ecuación lineal de segundo orden 

(ecuación 7). 

 

(𝐶 − 𝐴) tan2 𝜃4

2
+ 2𝐵 tan

𝜃4

2
+ (𝐴 + 𝐶) = 0  (7) 

 

Resolviendo la ecuación 7, se obtiene la 

posición angular de 𝜃4 (ecuación 8). 

 

𝜃4 = 2 tan−1 (
−𝐵±√𝐴2+𝐵2−𝐶2

𝐶−𝐴
)                           (8) 

𝜽𝟒 𝜽𝟐 

𝜽𝟑 

𝜽𝟏 = 𝟎 

𝑷 
𝜶 𝒓 𝒑 

𝒓 𝟐 

𝒓 𝟑 𝒓 𝟒 

𝒓 𝟏 

𝒚 

𝒙 
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Para obtener 𝜃3 se debe de realizar un 

procedimiento similar al anterior, por lo tanto, de 

la ecuación 3 se obtiene la ecuación de 

Freudenstein en forma compacta (ecuación 9) 

[6]. 

 

 𝐷 cos 𝜃3 + 𝐸 sin 𝜃3 + 𝐹 = 0                               (9) 

 

donde: 

 

𝐷 = 2𝑟3(𝑟2 cos 𝜃2 − 𝑟1 cos 𝜃1)  
𝐸 = 2𝑟3(𝑟2 sin 𝜃2 − 𝑟1 sin 𝜃1)  
𝐹 = 𝑟1

2 + 𝑟2
2 + 𝑟3

2 − 𝑟4
2 − 2𝑟1𝑟2 cos(𝜃2 − 𝜃1)  

 

Por lo tanto, 𝜃3 está dado por la ecuación 10. 

 

𝜃3 = 2 tan−1 (
−𝐸±√𝐷2+𝐸2−𝐹2

𝐹−𝐷
)                        (10) 

 

Para definir la configuración del M4B, se 

debe elegir el signo apropiado del radical de las 

ecuaciones 8 y 10. En la tabla 1 se muestra los 

signos que deben adoptar los radicales de 

acuerdo con la configuración del mecanismo que 

se desee.  

 
Configuración del M4B 𝜃3 𝜃4 

Abierta +√ −√ 

Cruzada −√ +√ 

 

Tabla 1 Selección del signo del radical de acuerdo con la 

configuración deseada del mecanismo 

 

Cinemática del acoplador 

 

Para el seguimiento de la trayectoria en el M4B, 

el punto de interés P se encuentra situado en el 

punto medio del acoplador, su posición está 

descrito por la ecuación 11. 

 

𝑃𝑥 = 𝑟2 cos 𝜃2 + 𝛥𝑟3 cos 𝜃3 + 𝑟𝑝 cos 𝛼  

𝑃𝑦 = 𝑟2 sin 𝜃2 + 𝛥𝑟3 sin 𝜃3 + 𝑟𝑝 sin 𝛼             (11) 

 

Trayectoria deseada  

 

La trayectoria deseada que se seleccionó para el 

M4B está definida en la ecuación 12. 

 

𝑋𝐷 = a cos 𝛼 + 𝑏                                 

𝑌𝐷 = 𝑐 sin 𝛼 + 𝑑                                                   (12) 

 

La trayectoria descrita en la ecuación 12 es 

una trayectoria elíptica con centro en (𝑏, 𝑑), 
donde a define el ancho de la elipse y c su altura. 

 

 

 

Algoritmos genéticos  

 

Los algoritmos genéticos (AG) son métodos 

estocásticos que pueden usarse para resolver 

problemas de búsqueda y optimización, están 

basados en la teoría de la selección natural y 

fueron desarrollados por John H. Holland a 

principios de 1960 [8]. Un esquema reducido del 

funcionamiento de un AG es el siguiente: 

 

1. El AG comienza creando una población 

inicial aleatoria 

2. Calcula la aptitud de cada individuo 

3. Hace una selección probabilística del 

individuo en base a la aptitud. 

4. Aplica operadores genéticos para crear la 

siguiente población. 

5. Se repiten los puntos 2 al 4 hasta que el AG 

satisfaga cierta condición.  

 

En la figura 2 se presenta un diagrama de 

flujo del esquema reducido del funcionamiento 

de los AG. 

 

 
 
Figura 2 Diagrama de flujo del funcionamiento de un AG 

 

El algoritmo genético está conformado por 

un conjunto P (población) de N individuos, esta 

población es evaluada por una serie de 

operadores descritos seguidamente. 

 

Los operadores básicos de un AG son: 

 

‒ Selección: La función de selección elige a 

los individuos (padres) para formar la 

próxima generación en función del valor 

aptitud.  

‒ Cruce: La cruza ocurre cuando los 

individuos padres intercambian genes para 

crear un nuevo individuo (hijo). 

si no 

Inicio 

Generar población 

inicial 

Evaluar Individuos 

¿Individuo apto? 

Selección 

Cruce 

Mutación 

Fin 
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‒ Mutación: La mutación se realiza después 

de la cruza y es la variación de los genes 

del individuo de forma aleatoria.   

 

Estrategia de optimización   

 

El objetivo de este trabajo es el planteamiento 

del problema de síntesis dimensional de un M4B 

para el seguimiento de trayectorias cartesianas, 

en éste se considera obtener las dimensiones del 

M4B para cumplir con una trayectoria 

previamente establecida en el punto (𝑃𝑥, 𝑃𝑦) y en 

la sección 2 se estableció la cinemática del M4B 

y la cinemática del acoplador, también se 

describió previamente la trayectoria deseada. 

Ahora bien, el problema de diseño (síntesis) 

debe de establecerse como un problema de 

optimización numérica [9], en donde la función 

objetivo, las variables de diseño y las 

restricciones son detalladas seguidamente. 

 

Función objetivo   

 

Se establece como función objetivo 𝐼𝑒 (ecuación 

13), la integral de la raíz cuadrada del cuadrado 

del error de las n coordenadas de la trayectoria 

deseada (𝑋𝐷, 𝑌𝐷) y las n coordenadas generadas 

por el M4B (𝑋𝑠𝑖𝑠, 𝑌𝑠𝑖𝑠) en el punto (𝑃𝑥, 𝑃𝑦), 

donde n=12. 

 

𝐼𝑒 = ∫ √(𝑋𝐷 − 𝑋𝑆𝑖𝑠)2 + (𝑌𝐷 − 𝑌𝑠𝑖𝑠)2
𝑛=12

𝑖=1
    (13) 

 

Vector de variable de diseño   

 

Se establecen 4 vectores de diseño 𝑣 en donde el 

subíndice representa el número de caso al que 

corresponde cada vector (ecuaciones 14-17). 

 

𝑣1 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4]                                            (14)                            

𝑣2 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝜃1]                                      (15) 

𝑣3 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 , 𝜃1, 𝑙]                                   (16) 

𝑣4 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 , 𝜃1, 𝑙, 𝛼]                                (17) 

 

 Restricciones   
 

Se establece como única restricción el criterio de 

Grashof para mecanismos de cuatro eslabones 

[10], éste establece que, si la suma de las 

longitudes del eslabón más corto y largo es 

menor o igual a la suma de los dos eslabones 

restantes, entonces al menos un eslabón puede 

rotar completamente. Esta restricción se muestra 

en la ecuación 18. 

 

𝑙 + 𝑠 ≤ 𝑝 + 𝑞                                                     (18) 

  Donde 𝑙 es el eslabón más largo, 𝑠 el más 

corto, 𝑝 y 𝑞 los eslabones acoplador y oscilador 

respectivamente. 

 

Problema de optimización general  

 

Un problema de optimización general es [9]: 

 

min o max 𝑓(𝑥)                                                    (19) 

 

Sujeto a: 

 

𝑔(𝑥) ≤ 0         ∈ ℝ𝑚                                       (20) 

ℎ(𝑥) = 0          ∈ ℝ𝑘                                        (21)     

 

𝑥𝑚𝑖𝑛 < 𝑥 < 𝑥𝑚𝑎𝑥         ∈ ℝ𝑝                               (22)                                                   

donde: 

 

𝑥 es un vector de diseño n-dimensional. 

𝑓(𝑥) es la función objetivo. 

𝑔(𝑥) son las restricciones de desigualdad. 

ℎ(𝑥) son las restricciones de igualdad. 

 

Problema de optimización del M4B   

 

Sea el problema de optimización numérica 

descrito por la ecuación 23, donde se minimiza 

la función objetivo (ecuación 13), para obtener 

la solución al problema de síntesis dimensional 

para el seguimiento de trayectoria de un M4B. 

 

 

min𝑓(𝑣𝑗) = ∫ √(𝑋𝐷 − 𝑋𝑆𝑖𝑠)
2 + (𝑌𝐷 − 𝑌𝑠𝑖𝑠)

2
𝑛=1

𝑖=1
  

𝑣𝑗 ∈ ℝ𝑞    
∀𝑗 = 1,… ,4
∀𝑞 = 4,⋯ ,7

                                         (23) 

 

Sujeto a: 

 

𝑔𝑗(𝑣𝑗) = 𝑟1 + 𝑟2 − 𝑟3 − 𝑟4 ≤ 0     ∀𝑗 = 1,… ,4 

                                                                      (24) 

 

Con 

 

𝑣𝑗𝑚𝑖𝑛
< 𝑣𝑗 < 𝑣𝑗𝑚𝑎𝑥

       ∀𝑗 = 1,… ,4                (25) 

 
 𝒓𝟏 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝑻𝟏 𝑳 𝜶 

𝑣1𝑚𝑎𝑥
 250 250 250 250 - - - 

𝑣1𝑚𝑖𝑛
 5 5 5 5 - - - 

𝑣2𝑚𝑎𝑥
 250 250 250 250 2𝜋 - - 

𝑣2𝑚𝑖𝑛
 5 5 5 5 0 - - 

𝑣3𝑚𝑎𝑥
 250 250 250 250 2𝜋 50 - 

𝑣3𝑚𝑖𝑛
 5 5 5 5 0 5 - 

𝑣4𝑚𝑎𝑥
 250 250 250 250 2𝜋 50 2.3562 

𝑣4𝑚𝑖𝑛
 5 5 5 5 0 5 0.7854 

 

Tabla 2 Límites de las variables de diseño 
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Metodología 

 

El proceso para resolver un problema de síntesis 

no siempre es el mismo, éste puede variar desde 

el tipo de mecanismo, configuración, tarea por 

realizar, entre otras cosas, sin embargo, la 

importancia de cómo se plantea cada problema 

recae fuertemente en la obtención de la solución. 

Los pasos que se realizaron para resolver el 

problema de síntesis se detallan seguidamente: 

 

1. Determinar el tipo de síntesis a realizar 

como se describe en la sección 2. En el 

caso de la síntesis dimensional se debe 

predefinir el mecanismo y la configuración 

que éste tendrá (caso del M4B). 

2. Seleccionar la tarea que realizará el 

mecanismo, para el caso específico de este 

trabajo se desea realizar un seguimiento de 

trayectoria. 

3. Obtener la cinemática del mecanismo y la 

cinemática del punto que seguirá la 

trayectoria deseada (acoplador). 

4. Definir la trayectoria deseada. 

5. Establecer la estrategia de optimización, 

para este trabajo se definió el problema de 

síntesis como un problema de 

optimización numérica. 

6. Definir las partes matemáticas que 

conforman la estrategia de optimización: 

a. Función objetivo. 

b. Vector de variables de diseño. 

c. Restricciones. 

7. Definir el problema de optimización 

8. Regresar a alguno de los pasos anteriores 

si es necesario.  

 

Los pasos mencionados anteriormente, son 

una explicación de cómo se fue planteando el 

problema de síntesis. El punto 6 inciso b, fue un 

proceso que se realizó un total de 4 veces y es 

una parte importante para la obtención de los 

resultados, se presenta en la figura 3 el diagrama 

de flujo de los pasos presentados anteriormente.  

 

 
 
Figura 1 Diagrama de flujo de la metodología 

desarrollada 

 

Después de definir la metodología, se 

procedió a la escritura del leguaje computacional 

utilizado como herramienta de trabajo el 

Toolbox de algoritmos genéticos de Matlab®.   

 

Resultados 

 

Se realizó un total de 10 ejecuciones por caso 

mostrando en cada una de ellas una tabla con los 

valores obtenidos para el vector de diseño en 

cada ejecución, señalando con rojo el mejor 

resultado, de igual forma se calcula la media del 

índice del error y se muestra el gráfico de la 

mejor ejecución con un acercamiento de la 

trayectoria obtenida por el mecanismo (puntos 

negros) y la trayectoria deseada (puntos 

magenta). 

 

Caso 1 

 

Para el caso 1, se muestra la tabla 3 con los 

resultados obtenidos para el vector de diseño de 

la ecuación 14, la mejor corrida está resaltada en 

color rojo, seguidamente se muestra en el grafico 

1 la simulación del mejor resultado obtenido en 

el proceso de optimización, junto con un 

acercamiento de la trayectoria obtenida del 

mecanismo y la trayectoria deseada. 

 

 

 

 

 

si no 

si no 

Inici

o 
Determinar el tipo de síntesis 

a realizar b  

Seleccionar la tarea que 

realizara el mecanismo. 

Obtener la cinemática del 

mecanismo 

Obtener la cinemática del 

mecanismo y acoplador 

Definir la trayectoria 

deseada  
Definir partes matemáticas 

(estrategia de optimización) 

¿Hay que redefinir 

algún punto de la 

estrategia de 

optimización? Función 

objetivo 
Vector de variables 

de diseño 

Restriccione

s 

Definir el problema de 

optimización  

¿Los resultados 

son buenos? 

Fi

n 



21 

Artículo                                                                                       Revista de Simulación y Laboratorio 

                                                                                                           Junio 2019 Vol.6 No.19 16-22 

 

 
FOSTER-VÁZQUEZ, Ixshel Jhoselyn, PORTILLO-VÉLEZ, 

Rogelio de Jesús y VAZQUEZ-SANTACRUZ, Eduardo. Sobre 

la síntesis óptima de mecanismos. Revista de Simulación y 

Laboratorio. 2019.  

ISSN: 2410-3462 
ECORFAN® Todos los derechos reservados 

Caso 1 

i 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑇1 𝐿 𝛼 𝐼𝑒 
1 231.0236 6.6091 128.4127 143.4484    29.5510 

2 237.7877 6.5745 128.4832 149.3479    29.9959 

3 211.0666 6.7550 128.2644 126.5215    28.1235 

4 186.8320 6.9374 128.1137 107.6017    26.1658 

5 210.8533 6.7394 128.3063 126.2508    28.1020 

6 191.8653 6.9319 128.1578 111.1232    26.5773 

7 166.5849 6.9687 128.1956 93.2492    24.3484 

8 235.0136 6.5848 128.4259 146.9310    29.8156 

9 166.3888 6.9849 128.2336 92.9997    24.3300 

10 179.4612 6.9359 128.1081 101.8603    25.4971 

Media: 27.2507 

 

Tabla 3 Resultados obtenidos (caso 1) 

 

 
Gráfico 1 Mejor simulación del caso 1 

 

Caso 2 

 

Para el caso 2, se muestra la tabla 4 con los 

resultados obtenidos para el vector de diseño de 

la ecuación 15, la mejor corrida se indica con el 

color rojo, de igual forma se muestra en el 

grafico 2 la simulación del mejor resultado 

obtenido en el proceso de optimización, junto 

con un acercamiento de la trayectoria obtenida 

del mecanismo y la trayectoria deseada. 

 
Caso 2 

i 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑇1 𝐿 𝛼 𝐼𝑒 
1 145.6917 6.9648 127.9558 144.4639 5.5237   23.6410 

2 203.5805 6.6037 127.9732 244.6252 5.0153   25.4068 

3 218.0685 6.7620 128.3919 191.4097 5.5730   22.5801 

4 242.9845 6.8204 128.3785 218.5460 5.5232   22.6613 

5 232.6078 6.9660 128.2462 189.3288 5.6865   23.5843 

6 165.3105 6.5559 128.0184 199.5957 5.1451   25.5949 

7 131.2447 7.1442 128.6181 84.9099 5.9631   22.6599 

8 125.1093 6.9372 128.8100 26.6786 0.1401   22.5871 

9 201.6851 6.9219 128.0636 131.9136 5.9428   25.4241 

10 137.5530 6.8795 128.4157 59.6066 6.1887   22.8153 

Media: 23.6955 

 

Tabla 4 Resultados obtenidos (caso 2) 

 

 
Gráfico 2 Mejor simulación del caso 2 

 

 

 

 

 

Caso 3 

 

Para el caso 3, se muestra la tabla 5 con los 

resultados obtenidos para el vector de diseño de 

la ecuación 16, se resalta con rojo el resultado de 

la mejor corrida, seguidamente se muestra en el 

grafico 3 la simulación del mejor resultado 

obtenido en el proceso de optimización, un 

acercamiento de la trayectoria obtenida del 

mecanismo y la trayectoria deseada. 

 
Caso 3 

i 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑇1 𝐿 𝛼 𝐼𝑒 
1 153.9084 7.0062 137.1742 93.2553 6.1847 17.2997  22.3316 

2 135.2719 6.9688 140.9694 49.5856 0.3625 5.1223  22.6587 

3 137.0405 6.9127 140.4376 125.2239 5.9790 10.5434  22.9546 

4 229.9311 6.9782 140.7974 208.2330 5.8848 6.2591  22.8946 

5 147.6846 6.9569 132.6814 161.7601 5.4889 24.3939  23.9540 

6 213.0316 6.8777 140.5699 160.7404 6.1131 7.4838  23.8704 

7 165.5003 6.7535 134.2640 134.2057 5.8393 22.5499  21.9751 

8 235.3917 7.0052 140.3729 229.0826 5.7266 8.8340  22.3921 

9 139.7309 7.1667 133.1650 119.6885 5.8065 24.4608  22.6343 

10 151.2711 6.9362 140.4654 122.3300 6.0845 8.8270  22.3140 

Media: 22.7979 

 

Tabla 5 Resultados obtenidos (caso 3) 

 

 
Gráfico 3 Mejor simulación del caso  

 

Caso 4 

 

Por último, para el caso 4 se muestra en la tabla 

6 los resultados obtenidos para el vector de 

diseño de la ecuación 17, se resalta con rojo la 

mejor corrida, se muestra en el grafico 4 la 

simulación del mejor resultado obtenido en el 

proceso de optimización, junto con un 

acercamiento de la trayectoria obtenida del 

mecanismo y la trayectoria deseada. Cabe 

resaltar que este último es el mejor resultado 

obtenido de todas las simulaciones realizadas en 

el proceso de optimización. 

 
Caso 4 

i 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑇1 𝐿 𝛼 𝐼𝑒 
1 172.9458 6.9617 139.5134 154.9912 5.9690 6.1560 1.6844 22.7475 

2 137.0335 7.0346 124.0013 89.5148 5.7167 43.6978 1.4308 22.3855 

3 145.3412 6.8102 141.4225 58.2886 6.2060 31.9964 1.3421 20.2490 

4 180.2819 7.0107 164.4672 100.8070 0.0215 18.0259 0.7871 19.5353 

5 182.5428 6.3195 177.7622 228.1199 5.1044 49.6302 0.9156 18.1660 

6 219.7560 7.0029 163.7498 182.4911 5.9472 17.4049 0.7854 19.3440 

7 178.8710 6.9613 155.4893 149.4974 5.9669 15.5409 1.0116 19.7686 

8 242.3427 7.0076 187.6942 128.4354 5.9834 48.9943 0.8303 17.1903 

9 178.2687 6.5315 175.3324 203.5774 5.2997 45.3190 0.9284 17.8081 

10 164.3418 6.8539 169.8412 109.4005 6.1595 23.5765 0.8117 17.8068 

Media: 19.5001 

 

Tabla 6 Resultados obtenidos (caso 4) 
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Gráfico 4 Mejor simulación del caso 4 

 

Conclusiones 

 

En este trabajo se presentan 4 casos, en cada uno 

de ellos se plantea un vector de diseño diferente 

o simplemente modificado. En los resultados se 

observa que gracias a la modificación del vector 

de diseño se va obteniendo un mejor resultado y 

éste se puede comprobar con el valor de la media 

siendo el caso 4 ejecución 8 el mejor resultado 

obtenido en este trabajo. 

 

La importancia de un buen planteamiento 

influye en la obtención de resultados 

satisfactorios y puede reducir el tiempo de 

búsqueda de una o un grupo de soluciones, el 

presente trabajo comenzó con la necesidad de 

plantear un problema de optimización de síntesis 

dimensional utilizado como técnica numérica 

algoritmos genéticos. 

 

La importancia de los resultados 

mostrados en este trabajo es la disminución del 

índice de error en función del cambio realizado 

en el vector de diseño y se considera que la 

contribución de este artículo esta situada en un 

contexto ingenieril y académico. 
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Resumen 

 

Este artículo presenta el diseño de un controlador difuso 

para el análisis de estabilidad basado en la convergencia 

de la trayectoria lingüística en el espacio de estados, 

para un sistema carro-péndulo invertido, el controlador 

difuso es del tipo Mamdani y consta de 25 reglas, 3 

variables de entrada y cada una compuesta de cinco 

funciones de membresía. El sistema carro-péndulo 

invertido es representado por un modelo no lineal, del 

que se obtiene un modelo equivalente linealizado bajo 

la consideración de pequeñas oscilaciones. Los 

resultados se validan contra un control PID basado en 

la trayectoria sobre el plano de fase para evaluar la 

eficiencia y efectividad del controlador difuso. El 

comportamiento dinámico del sistema de ambos 

controladores se obtiene con una entrada impulso 

unitario, la simulación del sistema de control se 

desarrolla sobre el software MATLAB/SIMULINK 

empleando la herramienta FUZZY LOGIC 

TOOLBOX, la cual permite realizar pruebas y 

simulaciones, además de ver resultados de forma 

gráfica. 

 

Control, Difuso, Estabilidad 

 

 

Abstract 

 

This article presents the design of a fuzzy controller to 

stability analysis base on the convergence of the 

linguistic trajectory in the state of space, for an inverted 

car-pendulum system, the fuzzy controller is of the 

Mamdani type and, it consists of 25 rules, 3 input 

variables and each one is composed of five 

memberships functions. The inverted car-pendulum 

system is represented by a non-linear model, which is 

obtained from a linearized equivalent model under the 

consideration of small oscillations. Results are 

validated against a PID control base on the trajectory on 

the phase plane to evaluate the efficiency and 

effectiveness of the fuzzy controller. The dynamic 

behavior of the system of both controllers is obtained 

with a unit impulse input, the simulation of the control 

system is developed on the MATLAB / SIMULINK 

software using the FUZZY LOGIC TOOLBOX, which 

allows to perform test and simulations, and also it 

shows results of graphic form. 
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Introducción 

 

Los sistemas de control  juegan un papel 

fundamental en los procesos tecnológicos 

modernos debido a los beneficios que se 

obtienen a través de su uso. El desafío actual es 

el modelado y control, interrelacionados, de 

sistemas modernos y complejos, tales como los 

control de tráfico, procesos químicos y sistemas 

robóticos [1]. Entre algunas de las dificultades 

que presentan estas aplicaciones se encuentran 

las dinámicas no modeladas, las no linealidades 

asociadas tanto al sistema como a las 

incertidumbres, las perturbaciones y los cambios 

en los parámetros. Para controlar los sistemas 

antes mencionados es necesario conocer y 

comprender adecuadamente su funcionamiento. 

Una de las vías que permite llegar a dicha 

comprensión es el modelado matemático. Sin 

embargo, para simplificar el modelado, 

tradicionalmente se usan las versiones 

linealizadas de los modelos originales. 

 

Los sistemas de control no lineal presentan 

resultados más exactos sobre los lineales, 

particularmente porque son válidos en todo 

rango de variación de las variables y permiten 

tratar incertidumbres paramétricas [2]. A 

diferencia de los sistemas lineales, los no 

lineales presentan otros fenómenos tales como: 

múltiples puntos de equilibrio aislados, regiones 

de equilibrio, ciclo límite, bifurcaciones, entre 

otras. Sin embargo presentan mayor complejidad 

en su desarrollo y análisis [3]. Un caso 

interesante que incluye este tipo de 

características es el control del péndulo invertido 

como sistema no lineal. 

 

A partir de un modelo matemático se 

pueden aplicar técnicas convencionales de 

control clásico que son ampliamente utilizadas 

en el control de procesos, tal es el caso del 

control proporcional-integral-derivativo (PID), 

sin embargo este tipo de controlador encuentra 

rápidamente sus limitaciones ya que no son 

capaces de adaptarse a los cambios e 

incertidumbres sufridas por los procesos, debido 

a su naturaleza lineal, lo que implica que solo 

puede ser aplicado a sistemas lineales, en el caso 

del péndulo invertido, que es un sistema no 

lineal, no se puede aplicar directamente el 

control PID, a menos que el sistema sea 

linealizado, una opción es  considerar el caso de 

pequeñas oscilaciones pero se limita solo al 

punto de equilibrio, es decir solo será efectivo en 

un rango aproximadamente de 0 hasta ±15º. 

En contraste con las técnicas de control 

clásico existen otro tipo de metodologías como 

la Lógica Difusa y Redes Neuronales, entre 

otras. Estos enfoques se utilizan como 

alternativas a los controladores clásicos y 

modernos con el fin de lograr un mejor 

desempeño. El Control Difuso pertenece a la 

familia de los sistemas no lineales, éste es 

empleado con éxito para controlar sistemas no 

lineales y en donde existe una buena 

comprensión basada en el conocimiento del 

experto humano. Asimismo, al tratarse de 

sistemas no lineales, su comportamiento 

dinámico será más detallado y por consiguiente 

más complejo.  

 

Dadas estas características, este trabajo 

está enfocado en desarrollar un controlador 

difuso para un sistema péndulo invertido, con el 

objetivo principal de evaluar las propiedades de 

estabilidad que presenta éste controlador, 

aplicado al modelo no lineal y a su versión 

linealizada; para éste último caso se hace una 

validación de los resultados obtenidos al 

comparar su respuesta contra la del controlador 

PID clásico. Es importante mencionar que este 

trabajo solo se enfoca en el análisis de 

estabilidad del controlador y se tiene planeado 

continuar con el análisis de robustez aplicando la 

norma de Hankel en el dominio de la frecuencia 

conocida como técnica de atenuación H∞. 

 

Los ejemplos más conocidos de las 

aplicaciones de la Inteligencia Artificial son 

aquellos basados en lógica difusa y redes 

neuronales artificiales. En los últimos años, se 

han desarrollado una gran cantidad de métodos 

de control y modelado basados en lógica difusa 

y redes neuronales artificiales y se han utilizado 

para controlar el péndulo invertido y otros 

sistemas complejos [4-7]. 

 

Se han aplicado estrategias de control para 

mover un vehículo con el péndulo invertido a 

bordo, utilizando transformaciones de 

coordenadas no lineales basadas en diseños de 

navegación [8]. Del mismo modo, se aplicó un 

control en cascada no lineal a un vehículo aéreo 

no tripulado para mantener el péndulo y la nave 

espacial estabilizada durante la trayectoria del 

péndulo, con el resultado de que el movimiento 

longitudinal del péndulo invertido es más fácil 

de controlar que su movimiento transversal [9]. 
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En la lógica difusa una aseveración puede 

ser más o menos cierta, mientras que en la 

clásica, una aseveración es cierta o es falsa (no 

existen valores intermedios). La lógica difusa es 

una extensión de la clásica, de tal manera que 

permite valores intermedios entre cero y uno 

[10]. La lógica difusa define los conceptos en 

grados o variables de pertenencia, siguiendo 

patrones de razonamiento similares a los del 

pensamiento humano, una forma más práctica de 

enfocar los problemas como se ven en el mundo 

real. 

 

Los controladores difusos se describen por 

reglas IF-THEN y brindan una representación 

sencilla y comprensible del conocimiento. El 

control difuso puede emplearse en innumerables 

aplicaciones que van desde los sistemas más 

sencillos, como los sistemas lineales, hasta los 

más complejos como los no lineales, así 

empleando técnicas de razonamiento 

aproximado es posible controlar sistemas 

superiores cuando el entorno no se conoce de 

forma precisa. 

 

Los controladores difusos generalmente se 

pueden clasificar en dos tipos: Mamdani y 

Takagi-Sugeno [11]. La principal diferencia 

entre estos controladores radica en la 

consecuencia de las reglas. Para el controlador 

tipo Mamdani, esta consecuencia es un conjunto 

difuso y para el tipo Takagi-Sugeno es una 

función lineal de las entradas. En este trabajo se 

utiliza el tipo Mamdani. En esta clase de 

modelos difusos, las reglas difusas IF-THEN son 

de la forma siguiente: 

 

𝑅(𝐿): 𝐼𝐹 𝑢1 𝑖𝑠 𝐹1
𝐿 𝐴𝑁𝐷 𝑢2 𝑖𝑠 𝐹2

𝐿 𝐴𝑁𝐷 

…  𝐴𝑁𝐷 𝑢𝑃 𝑖𝑠 𝐹𝑝
𝐿 𝑇𝐻𝐸𝑁 𝑣 𝑖𝑠 𝐺𝐿 

(1) 

 

El controlador difuso se compone 

principalmente de cuatro elementos, los cuales 

se agrupan en el sistema que se muestra en la 

Figura 1, y que a continuación se describen: 

 

 
 

Figura 1 Diagrama de bloques de un sistema con control 

difuso 

1. Una base-regla (es un conjunto de reglas 

IF - THEN), que contiene una 

cuantificación de la lógica difusa, es decir 

la descripción lingüística del experto para 

lograr un control deseado. 

2. Un mecanismo de inferencia que emula la 

decisión del experto en la interpretación y 

aplicación de conocimientos sobre la 

mejor manera de controlar la planta. El 

mecanismo de inferencia difusa es el 

núcleo de cualquier controlador difuso. Su 

comportamiento dinámico es en general 

caracterizado por un conjunto de reglas 

difusas así el mecanismo de inferencia 

difusa es capaz de derivar una acción de 

control para un conjunto de valores de 

entrada. 

3. Una interfaz de Fusificación, que 

convierte las variables de entrada del 

controlador en la información que el 

mecanismo de inferencia pueda usar para 

activar y aplicar las reglas. 

4. Una interfaz de Defusificación, que 

convierte las conclusiones del mecanismo 

de inferencia en la salida real para el 

proceso. 

 

El objetivo del presente trabajo es diseñar 

un regulador del tipo Mamdani para controlar la 

posición de un sistema péndulo invertido 

montado sobre un carro que se mueve de manera 

horizontal de tal forma que la varilla del péndulo 

se mantenga paralela al eje vertical. La 

metodología parte de la obtencion del modelo 

matematico, posteriormente el diseño de los 

controladores, el diseño debe incluir la 

validación del regulador propuesto, contra un 

clásico PID, además de un análisis de estabilidad 

basado en la convergencia de la trayectoria 

lingüística en el espacio de estados así como con 

la trayectoria en el plano de fase. 

 

La investigación propone la tecnica, 

convergencia de la trayectoria lingüística, para 

para analizar el desempeño de un controlador 

difuso y compararlo con un metodo clasico para 

su validación. 

 

Metodología. 

El desarrollo de este trabajo de investigación 

abarca los siguientes pasos: 

 

a. Obtencion del modelo matematico. 

b. Diseño de controladores para el sistema. 
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c. Simulación y analisis de respuestas de 

controladores del sistema péndulo 

invertido, ver Anexos. 

d. Análisis respuestas de  y estabilidad 

basado en la convergencia de la trayectoria 

lingüística, ver Resultados. 

 

Modelo Matemático Del Sistema Péndulo 

Invertido 

 

El sistema carro-péndulo invertido, como el que 

se muestra en la Figura 2, es de orden superior, 

no lineal, multivariable, rápido e inestable. Se ha 

convertido en un excelente sistema para llevar a 

cabo pruebas para diversas técnicas de control y 

las teorías de control moderno. Por otra parte, 

también puede simular muchos fenómenos en la 

naturaleza, tales como robots caminantes, 

objetos voladores en el espacio, los misiles de 

orientación, etc. [12]. 

 

 
Figura 2 Sistema péndulo invertido 

 

Para obtener el modelo matemático se 

requiere hacer un análisis de fuerzas, para ello se 

obtiene el diagrama de cuerpo libre como se 

muestra en la Figura 3 [12] y así determinar las 

fuerzas que intervengan en el sistema. 

 
 

Figura 3 Diagrama de cuerpo libre 

 

Con la ecuación de Newton que representa 

la suma de fuerzas para el carro y el péndulo se 

tienen: 

 

𝑀𝑥̈ = ∑ 𝐹

𝑐𝑎𝑟𝑟𝑜

 (2) 

𝑀𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑁 = 𝐹 (3) 

𝐼𝜃̈ = ∑ 𝑇

𝑝𝑒𝑛𝑑𝑢𝑙𝑜

 (4) 

𝐼𝜃̈ = 𝑁𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑃𝑙𝑠ⅇ𝑛𝜃 (5) 

 

Donde N y P son las fuerzas de interacción 

entre el carro y el péndulo. Combinando las 

ecuaciones de fuerzas sobre el carro y el péndulo 

se obtienen las ecuaciones que representan el 

modelo matemático del sistema péndulo 

invertido: 

 

(𝑀 + 𝑚)𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑚𝑙𝜃2̇𝑠ⅇ𝑛𝜃

− 𝑚𝑙𝜃̈𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑢 
(6) 

(𝐼 + 𝑚𝑙2)𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑙𝑠ⅇ𝑛𝜃 = −𝑚𝑙𝑥̈𝑐𝑜𝑠𝜃 (7) 

 

El análisis de un sistema no lineal se 

simplifica cuando se hace sobre su equivalente 

linealizado, alrededor de algún punto de 

operación. Sin embargo esto no es suficiente 

debido a que la linealización sólo predice el 

comportamiento local, por lo que está limitado 

para estudiar el comportamiento lejos del punto 

de operación seleccionado. 

 

Para obtener una versión lineal del modelo 

del péndulo invertido se considera el caso de 

pequeñas oscilaciones (0.261799 rad=15º), bajo 

estas consideraciones se tiene que: 𝑠ⅇ𝑛𝜃 ≈ 𝜃 y 

𝑐𝑜𝑠𝜃 ≈ 1, por lo que las dos ecuaciones de 

movimiento se simplifican considerablemente 

como se muestran en la (8) y la (9), las cuales 

representan el modelo linealizado. 

 

   (𝑀 + 𝑚)𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ − 𝑚𝑙𝜃̈ = 𝑢        (8) 

   (𝐼 + 𝑚𝑙2)𝜃̈ − 𝑚𝑔𝑙𝜃 = 𝑚𝑙𝑥̈    (9) 

 

Diseño de los Controladores para el Sistema 

Péndulo Invertido 

 

El controlador difuso para el sistema péndulo 

invertido se diseña para que opere tal y como lo 

haría un experto humano quien decide 

intuitivamente que información usar como 

entradas para tomar decisiones en el proceso.  
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Se usa el error (e) y la derivada del error 

(de/dt) como variables de entrada y la fuerza u 

como variable de salida como se observa en el 

diagrama de bloques de la Figura 4. La 

referencia del sistema de control es la posición 

vertical. Las variables lingüísticas error, derror 

y FUERZA representadas por e, de/dt y u 

respectivamente, describen los valores 

lingüísticos que las variables toman y que 

cambian dinámicamente con el tiempo. Para el 

caso del péndulo invertido se etiqueta que el 

error, derror y fuerza toman los valores na 

(valor negativo alto), nb (valor negativo bajo), c 

(valor cero), pb (valor positivo bajo) y pa (valor 

positivo alto). 

 

Para el diseño del controlador se usan 

funciones de membresía triangulares y 

trapezoidales, por lo tanto el mecanismo de 

inferencia implementa el conjunto de reglas IF-

THEN del error, de la derivada del error y de la 

FUERZA, están divididos en cinco conjuntos 

difusos, la Figura 5 muestra las tres funciones de 

membresía del sistema del péndulo invertido. 

Para la posición angular, que es el objetivo de 

control, las funciones de membresía están 

definidas como: error [−0.4, 0.4], derror 

[−20, 20] y FUERZA [−300, 300]. 
 

 
Figura 4 Diagrama de bloques del sistema péndulo 

invertido con control difuso 

 

 
 

Figura 5 Funciones de membresía del error, derror y 

fuerza 

 

 

 

Dados los valores lingüísticos para el 

error, derivada del error y Fuerza, se presenta en 

forma matricial al conjunto de las reglas que 

definen el funcionamiento del controlador, tal y 

como lo muestra la Tabla 1, en ella se resumen 

todas las posibles combinaciones de valores 

lingüísticos en las reglas. Con base a la matriz de 

reglas y usando (1) se estructuran los enunciados 

de la base de reglas para el mecanismo de 

inferencia, obteniendo: 

 

R1: SI error es na Y derror es na ENTONCES 

fuerza es na 

R2: SI error es na Y derror es nb ENTONCES 

fuerza es na 

. 

R13: SI error es c Y derror es c ENTONCES 

fuerza es c 

. 

R24: SI error es pa Y derror es pb ENTONCES 

fuerza es pa 

R25: SI error es pa Y derror es pa ENTONCES 

fuerza es pa 

 

Fuerza 
Derror 

NA NB C PB PA 

Error 

NA 
NA                    

R1 

NA                     

R2 

NA                  

R3 

NB                  

R4 

C                   

R5 

NB 
NA                    

R6 

NA                     

R7 

NB                   

R8 

C                   

R9 

PB                     

R10 

C 
NA                  

R11 

NB                    

R12 

C                       

R13 

PB                    

R14 

PA                 

R15 

PB 
NB                          

R16 

C                      

R17 

PB                    

R18 

PA                  

R19 

PA                 

R20 

PA 
C                       

R21 

PB                    

R22 

PA                  

R23 

PA                  

R24 

PA                    

R25 

 

Tabla 1 Matriz De Reglas Para Péndulo Invertido 

 

Por otra parte, el control PID es de 

naturaleza lineal, lo que implica que solo puede 

ser aplicado a sistemas lineales, en el caso del 

péndulo invertido se aplica al modelo 

linealizado, por lo que para sintonizar este 

controlador se requiere obtener la función de 

transferencia, como se muestra en (11). 

𝜃(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

𝑚𝑙

𝑞
𝑠

𝑠3 +
𝑏(𝐼+𝑚𝑙2)

𝑞1
𝑠2 −

(𝑀+𝑚)𝑚𝑔𝑙

𝑞1
𝑠 −

𝑏𝑚𝑔𝑙

𝑞1

 (11) 

Donde: 

𝑞1 = [(𝑀 + 𝑚)(𝐼 + 𝑚𝑙2) − (𝑚𝑙)2]  

 

En (11) se muestra la relación que existe 

entre la posición angular y la fuerza del sistema 

linealizado, como entrada. Para este trabajo se 

consideran los siguientes datos del sistema [12]: 
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M   Masa del carro 0.5 Kg 

m   Masa del péndulo 0.2 Kg 

b    Fricción del carro 0.1 N/m/seg 

g    Gravedad 9.8 m/s^2 

I     Inercia del péndulo 0.006 Kg*m^2 

l     Longitud al centro de 

gravedad del péndulo 

0.3 m 

 

La función de transferencia en lazo abierto 

con los datos antes mencionados es la siguiente: 

𝜃(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

4.545𝑠

𝑠3 + 0.1818𝑠2 −  26.64𝑠 − 4.455
 (12) 

 

Para el cálculo de las ganancias del 

controlador se utiliza el método de Ziegler-

Nichols, basado en la ganancia crítica y el 

periodo crítico [13]. Como se conoce el modelo 

matemático, se utiliza el lugar de las raíces para 

la obtención de la ganancia crítica y el periodo 

crítico. Los valores de las ganancias del 

controlador PID son: 

 

Ganancia proporcional 𝐾𝑝: 431.3853 

Ganancia integral 𝐾𝑖: 4119.4 

Ganancia derivativa 𝐾𝑑: 9.0349 

 

Resultados. (Análisis de estabilidad) 

 

La estabilidad es una característica importante 

que se debe considerar en el desarrollo y análisis 

de un controlador, cuando el sistema es lineal se 

dispone de algunos criterios, como el criterio de 

estabilidad de Routh o el de Nyquist, 

desafortunadamente cuando el sistema es no 

lineal estos criterios no son aplicables [14]. 

 

Los controladores difusos pertenecen a la 

familia de los sistemas no lineales, ya que posee 

una característica de transferencia no lineal, 

consecuencia de la forma de cómo son 

disparadas, interpretadas y combinadas las 

reglas de control [15]. Asimismo, al tratarse de 

sistemas no lineales, el comportamiento 

dinámico de los sistemas difusos será más 

detallado y complejo que el de los sistemas 

lineales. En esta sección se reporta el análisis de 

estabilidad realizado por dos métodos, uno 

conocido como trayectoria lingüística [16], en 

donde el sistema será estable si la trayectoria 

lingüística converge al punto de equilibrio [17], 

y el otro por medio del análisis de la trayectoria 

sobre los planos de fase, en donde se grafica el 

desplazamiento angular contra su velocidad. 

 
Figura 6 Trayectoria lingüística del controlador difuso 

para el péndulo invertido con perturbación de función 

impulso. 

 

Para el análisis de estabilidad del 

controlador difuso, sobre el modelo no lineal, 

por medio de la trayectoria lingüística se emplea 

el espacio de estados y se observan las reglas que 

se activan durante la simulación para crear la 

trayectoria como lo muestra la Figura 6, dónde 

se observa que la activación inicia en la regla 13 

justo antes de la perturbación, cuando se tiene la 

perturbación la primera regla que se activa es la 

12, posteriormente se activa la regla 7, la 8, 9, 

14, 13, 14 para converger en la regla 13 donde el 

error y la derivada del error es cero y por 

supuesto la salida es cero. 

 

 
Figura 7 Respuesta transitoria del para una entrada 

escalón unitario del sistema lineal con el controlador 

difuso y PID 

 

Para observar las características de 

desempeño de los sistemas de control sobre el 

modelo lineal, se obtiene la respuesta transitoria 

para la entrada escalón unitario. En la Figura 7 

se muestran las respuestas transitorias con el 

controlador difuso y con el PID, aquí se observa 

que la respuesta con el controlador difuso 

presenta un tiempo se asentamiento y sobrepaso 

considerablemente menor que la del controlador 

PID, el cual llega a alcanzar un sobrepaso 

cercano al 60 %. 
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En la otra alternativa para verificar la 

estabilidad del sistema, por medio del análisis 

gráfico con el plano de fase, donde se grafica la 

posición angular contra su velocidad, para la 

respuesta del sistema con entrada escalón 

unitario. En la Figura 8, se muestran los planos 

de fase del sistema lineal y el  no lineal, ambos 

con el mismo controlador difuso, en ella se 

observa que la trayectoria parte desde un punto 

establecido por las condiciones iniciales, para 

este caso son cero, posteriormente las dos 

respuestas siguen aproximadamente la misma 

trayectoria que converge a uno, ya que se ha 

perturbado con un escalón unitario. Por lo que es 

fácil apreciar que el controlador difuso tiene 

aproximadamente el mismo efecto de 

convergencia al punto de estado estable y 

rapidez de respuesta, tanto en el sistema lineal 

como en el no lineal. 

 

 
 

Figura 8 Plano de fase del sistema con control difuso y 

una entrada escalón 

 

En el mismo sentido, en la Figura 9 se hace 

la comparación en el plano de fase de la 

trayectoria de las respuestas del sistema lineal 

con controlador difuso y con PID como 

referencia para una entrada escalón unitario. Se 

observa que la trayectoria descrita por la 

respuesta del sistema con controlador difuso 

presenta una convergencia inmediata al valor 

esperado, mientras que la del PID alcanza 

valores altos en su recorrido hacia el valor de 

convergencia, lo que es indicativo del alto valor 

del sobrepaso y la relativamente extensa 

duración del transitorio. Sin embargo, es 

evidente que ambas trayectorias convergen al 

valor esperado. 

 
Figura 9 Plano de fase del sistema con control Difuso y 

control PID aplicado al modelo lineal 
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Conclusiones 

 

En este presente trabajo se desarrolla un 

controlador difuso para un sistema carro-

péndulo invertido, el cual es representado por un 

modelo no lineal, del que se obtiene un modelo 

equivalente linealizado bajo la consideración de 

pequeñas oscilaciones. Se obtiene el 

comportamiento dinámico del sistema con una 

entrada impulso unitario, para dos casos: en el 

primero, los dos modelos con controlador difuso, 

las respuestas obtenidas muestran que el sistema 

no lineal es ligeramente más rápido pero con un 

sobreaso superior. En el segundo caso se 

comparan las respuestas del controlador difuso 

contra la del PID, sobre el modelo lineal; de 

donde la respuesta del controlador difuso 

presenta un menor sobrepaso, mayor rapidez y 

menor tiempo de asentamiento. 

 

En la comparación de las características de 

desempeño de los controladores difuso y PID, 

sobre el modelo lineal con entrada escalón 

unitario. El controlador difuso presenta mejores 

características de desempeño, ya que en las 

respuestas obtenidas, se observa un tiempo de 

asentamiento y sobrepaso considerablemente 

menor que el controlador PID. La principal 

aportación de la investigación es el análisis de 

estabilidad, con trayectorias lingüísticas, del 

sistema no lineal con controlador difuso. 
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Con el cual se obtiene, que trayectoria 

siempre se mantiene cerca del valor esperado 

activando únicamente las reglas que representan 

valores cercanos a cero, tanto para el error como 

para su derivada, observándose que finalmente 

dicha trayectoria converge rápidamente a cero en 

las dos variables, lo que indicando que se ha 

alcanzado el valor de referencia establecido. 

 

Para el método de estabilidad por medio de 

plano de fase, donde se hace la comparación 

entre las trayectorias de la respuesta del sistema 

lineal con controlador difuso y con el 

controlador PID, es claro que la respuesta del 

difuso presenta una trayectoria más directa en 

comparación con la del PID, lo que indica el bajo 

tiempo de asentamiento que presenta el este 

controlador. Aun así ambas respuestas 

convergen al mismo valor de referencia. La 

investigacion aporta de manera contudente la 

robustez de un control difuso para sistemas no 

lineales comparado con tecnicas tradicionales, 

ademas de una metodologia altenativa para el 

analisis de la estabilidad del mismo. 

 

Anexo 

 

Simulación del sistema péndulo invertido 

 

La simulación del sistema péndulo invertido con 

controlador se desarrolla sobre el software 

MATLAB/SIMULINK empleando la 

herramienta FUZZY LOGIC TOOLBOX, la 

cual permite realizar pruebas y simulaciones, 

además de ver resultados de forma gráfica. Para 

esta prueba se utiliza una señal impulso 

simulando una perturbación de 1 N. En la Figura 

10 se muestra el sistema en SIMULINK con el 

controlador difuso y con el PID. 

 

 
 

Figura 10 Sistema de control realimentado control difuso 

y PID en SIMULINK 

 

 

La Figura 11, muestra el comportamiento 

de la respuesta del péndulo invertido ante una 

perturbación impulso de 1N y una señal de 

referencia de cero con respecto al eje vertical, 

cuando es controlado por el Controlador Difuso 

y el Controlador PID, tanto en el modelo no 

lineal, como en el linealizado. La respuesta que 

se está graficando corresponde a la posición 

angular θ con respecto a la vertical y la posición 

del carro se dejó evolucionar libremente. 

 

En la Figura 11 A) se comparan las 

respuestas del sistema linealizado con 

controlador difuso y del control PID. Para este 

caso al aplicar el control difuso se obtiene un 

sobrepaso de 2.22% y un tiempo se asentamiento 

0.3520 seg, teniendo una respuesta rápida con 

respecto al PID, que tiene un sobrepaso de 

4.94% que es un valor alto comparado con el 

difuso y un tiempo de asentamiento de 0.6775 

seg, en la Figura 11 B) se comparan las 

respuestas del sistema no lineal y el linealizado, 

ambos con el controlador difuso. En el modelo 

no lineal se tiene un sobrepaso de 2.62% que es 

un valor mayor al del modelo linealizado que es 

de 2.22%, pero su respuesta es lenta, debido a las 

limitaciones que tiene al linealizarse. 

 

 
Figura 11 Respuesta del sistema con una perturbación de 

1 N 
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